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Plan wykładu:
1. Problemy i modele decyzyjne - programowanie liniowe

• zadanie programowania liniowego,
• budowa modelu liniowego,
• algorytm sympleks.

2. Programowanie dyskretne całkowitoliczbowe, binarne
• metoda podziału i ograniczeń,
• zagadnienie przydziału – algorytm węgierski,
• zadania kombinatoryczne.

3. Problemy optymalizacji na sieciach
• zapis grafu w pamięci komputera,
• najkrótsza droga w grafie,
• minimalne drzewo rozpinające,
• maksymalny przepływ w sieci.
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Plan wykładu cd:
4. Cykl Eulera, Hamiltona, problem komiwojażera

• algorytm Feuriego,
• algorytm Robertsa – Floresa,
• metoda podziału i ograniczeń,
• algorytm włączania najdalszego wierzchołka 

5. Problemy szeregowania zadań
a. probabilistyczne problemy szeregowania zadań: 

• minimalizacja długości uszeregowania,
• minimalizacja maksymalnego opóźnienia,
• system przepływowy (algorytm Johnsona, metoda podziału i 

ograniczeń).

• Algorytm FIFO, LIFO, cykliczny, ze stałymi i zmiennymi 
priorytetami,

b. deterministyczne  problemy szeregowania zadań:
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Plan wykładu cd:
6. Metody i modele analizy systemów sieci kolejkowych

• wielkości charakteryzujące systemy kolejkowe,
• klasyfikacja systemów kolejkowych,
• generatory liczb losowych,

7. Elementy teorii gier

• definicja, podział gier,
• gry dwuosobowe o sumie zerowej,
• gry z niepewną informacją,
• dylemat wspólnych zasobów, 
• dylemat więźnia

8. Podsumowanie wykładu – zaliczenie.
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Problemy i modele decyzyjne - programowanie liniowe

Każdy system – czyli zbiór obiektów wzajemnie na siebie oddziaływujących 
rodzi tz. sytuacje decyzyjne.

Sytuacja decyzyjna jest to zbiór czynników, które wyznaczają postępowanie 
decyzyjne podmiotu podejmującego decyzję. Następstwem prawie każdej 
sytuacji decyzyjnej jest problem decyzyjny, którego rozwiązanie wyznacza 
optymalną decyzję.

Problem decyzyjny musi być sformułowany tak, aby dany stopień realizacji 
celu osiągnąć przy najmniejszym nakładzie środków lub też, aby przy danym 
nakładzie środków osiągnąć maksymalny efekt.

Rozwiązanie problemu decyzyjnego składa się z następujących etapów:
• rozpoznanie sytuacji decyzyjnej i wynikającej z niej problemu 

decyzyjnego,
• budowa modelu decyzyjnego (zmienne decyzyjne, parametry 

ograniczenia),
• rozwiązanie modelu decyzyjnego,
• Ocena realności i poprawności otrzymanych rozwiązań oraz ewentualna 

weryfikacja modelu decyzyjnego,



6

Matematyczna postać modelu decyzyjnego:

z=f(x1,x2,…,xn)
gdzie:

x1,x2,…,xn zmienne decyzyjne,
z – miara oceny podjętej decyzji,
f – funkcja celu odwzorowująca zależność miedzy zmiennymi 

decyzyjnymi a miarą oceny z.

W praktyce zbiór sposobów działania nie jest dowolny i wtedy podejmowanie 
decyzji przebiega w warunkach pewnych ograniczeń.
Ogólnie warunki ograniczające można przedstawić następująco:

gi(x)<=0 (i=1…m) m- ilość równań ograniczających

Zagadnienie wyboru decyzji za pomocą modelu decyzyjnego polega na 
określeniu wartości zmiennych decyzyjnych ze zbioru dopuszczalnych 
sposobów działania opisanych ograniczeniami, tak aby otrzymać optimum 

funkcji celu.
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Model decyzyjny można podzielić wg różnych kryteriów:

1. Postaci funkcji celu:
a. programowanie liniowe,
b. programowanie nieliniowe.

2. Postaci zmiennych decyzyjnych:
a. zmienne ciągłe,
b. zmienne dyskretne.

3. Liczbę etapów procesu decyzyjnego:
a. programowanie statyczne,
b. programowanie dynamiczne.

4. Liczbę kryteriów funkcji celu:
a. model jednokryterialny,
b. model wielokryterialny.
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Programowanie liniowe

Zadanie programowania liniowego polega na znalezieniu takiego 
wektora rozwiązań dopuszczalnych, który minimalizuje lub maksymalizuje 
funkcję celu przedstawioną w postaci kombinacji liniowej:

przy ograniczeniach:

∑ =
≤m

1j iijij bxa i=1…m m- ilość równań ograniczających
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Przykład

Zakład produkuje dwa wyroby W1 i W2. Ograniczeniem w procesie 
produkcyjnym jest dopuszczalny czas pracy trzech maszyn.

Czas pracy maszyn
Maszyny

W1 W2

M1 2 1 1000

M2 3 3 2400

M3 1,5 - 600

Cena 30 20

Dopuszczalny czas pracy 
maszyn

1. Określ w jakich ilościach należy produkować poszczególne wyroby aby 
otrzymać maksymalny zysk

2. Co się stanie jeżeli cena wyrobu W1 wzrośnie do 40
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Geometryczna interpretacja ograniczeń

∑ =
≤m

1j iijij bxa

Zbiór w przestrzeni Euklidesowej Rn n- wymiarowej zadany układem 
nierówności:

0xj ≥

nazywamy wypukłym wielościanem w Rn

Funkcja celu przyjmuje wartości optymalne 
tylko w punktach wierzchołkowych zbioru 
wypukłego X 

ii b]x[]A[ =×

Warunki optymalności rozwiązania bazowego 

Należy przejść od postaci standardowej ZPL do postaci kanonicznej ZPL aby 
otrzymać początkowe rozwiązanie bazowe.

Postać standardowa ZPL

0x

bAx

maxxcz T

≥
≤

→=

Postać kanoniczna ZPL

0x

bAx

maxxcz T

≥
=

→=

Aby przejść od PS do PK należy wprowadzić m- nieujemnych zmiennych 
dodatkowych, które spowodują przejście ograniczeń typu:

bxAxbAx in =+→≤ +
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Wyprowadzenie metody simpleks 

Załóżmy, że kolumny macierzy A zostały uporządkowane A=[B N]  
gdzie:
B – macierz nieosobliwa mxn,  
N pozostała podmacierz macierzy A 

Niech:
x=[xB, xN] xB- wektor zmiennych bazowych

xN- wektor zmiennych niebazowych
Warunek  Ax=b można zapisać:

BxB+NxN=b
xB=B-1b-B-1NxN

Gdy xN=0    to   xB=B-1b
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Macierzowa postać tablicy simpleksowej

Gdzie: 
B-1 macierz odwrotna do macierzy współczynników warunków 
ograniczających stojących przy aktualnej iteracji,
cj-zj –wiersz zerowy, kryterium simpleks. Jego elementy odpowiadające 
poszczególnym zmiennym informują o ile zmieni się aktualna w danej 
iteracji wartość funkcji celu (można sprawdzić czy aktualne 
rozwiązanie bazowe jest optymalne)
Gdy funkcja celu->max rozwiązanie optymalne gdy w wierszu zerowym są
wszystkie liczby ujemne.
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Liczba baz czyli wszystkich rozwiązań jest skończona i wynosi: 
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Przykład_1
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Rozwiązywanie zadań PL przy pomocy pakietu SCILAB:

[x,lagr,f]=linpro(c,A,b,ci,cs,me);                               
funkcja celu: cTx->min
warunki ograniczające     Ax<=b
warunki brzegowe ci<=x<=cs
me – ilość równań ograniczających

c=[-30 -20]';
A=[2 1;3 3; 1.5 0];
b=[1000 2400 600]';
ci=[0 0]';
cs=[%inf %inf]';
[x,l,f]=linpro(c,A,b,ci,cs)

SCILAB:

Program napisany w C++ Builder 6.0:
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