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Wprowadzenie do teorii
symulacji
Wykitad nr. 2

Temat:

Programowanie dyskretne
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Zadanie programowania dyskretnego polega na wyznaczeniu
minimum lub maksimum funkcji okreslonej na dyskretnym tj. niespédjnym
zbiorze izolowanych punktoéw.

T .
Z = ¢cxXx — min/ max . . .
/ Geometryczna interpretacja zbioru

Ax < b rozwigzan w R?
x>0

x € Z — zbiér liczb catatkowitych X24

gdzie

c =[e,c,,...,c .. ]
x=[x,x,...,x ] '

A =[a,],. I
b=[b,b,...,b]l,.

i=l..n ilos$¢ zmiennych decyzyjnych
j=1l.m ilos¢ roéwnan ograniczajacych,
x nalezy do zbioru liczb catkowitych

Dyskretny model decyzyjny — co najmniej jedna zmienna musi przyjmowacd
wartosci z dyskretnego zbioru izolowanych punktéw.
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Zrédta dyskretnosci:
e rozpatrywanie w modelu obiektdédw fizycznie niepodzielnych,
e kombinatoryczna struktura modelowane] sytuacji decyzyjnej;
punkty zbioru rozwigzan dopuszczalnych reprezentuja permutacije
lub kombinacje pewnego zbioru obiektdw.

Metody rozwiazan zadan optymalizacji dyskretnej:
e przeglad wszystkich rozwiazan,
* metoda podziaiu i ograniczen,
* metoda ptaszczyzn tnacych,
* metody heurystyczne (algorytmy genetyczne).

Metoda podziatu i ograniczen

Ogélna idea metody podziatu i ograniczen polega na uporzadkowanym
przeszukiwaniu zbioru rozwigzan zadania optymalizacyjnego, o ktérym
zakladamy ze jest skonczony. Zbidér wszystkich rozwiazan (X) dzieli sie
sukcesywnie na mniejsze podzbiory (podziait) a dla kazdego podzbioru
oblicza sie kres dolny czyli oszacowanie z doitu wartosci funkcji celu
(minimalizacja). W kolejnych krokach dokonuje sie podziaiu tych
zbioréw, ktére maja najmniejsza wartosé kresu dolnego (minimalizacja).
Podziat postepuje do chwili 2znalezienia rozwigazania dopuszczalnego,
dla ktérego wartosé funkcji celu jest nie wieksza niz najmniejsze

dolne ograniczenie wszystkich nie podzielonych podzbioréw
(ograniczenie). W najgorszym przypadku nalezy sprawdzié¢ wszystkie
rozwigzania, co przesadza o wykladniczej zlozonosci obliczeniowej,.t
metody.
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Dla wyliczenia kreséw dolnych (minimalizacja) nalezy zdefiniowac

| funkcje ograniczajaca ,L”. Musi ona speinia¢ nastepujace warunki
(minimalizacja):

x € X, c X = f(x) 2 L(X))

X, c X, ¢ X = LX,) > LX,)

X, = {x} € X = LX) = f(x)
Efektywnos¢ metody podziatu i ograniczen zalezy od jakosci oszacowan kreséw
dla kazdego podzbioru. Im te oszacowania sa dokladniejsze, tym mniej potrzeba

podziatéw. Idealna funkcja ograniczajaca jest nastepujaca:
L(X,) = min{f(x) x € X}

Algorytm metody podziatu i ograniczen

X - skonczony zbidér rozwiazan dopuszczalnych,

L(X’) - dolna granica wartosci funkcji celu na pewnym podzbiorze X’
zbioru rozwiazan X

k - numer kroku podziatowego

Krok 1: Oblicz L(X).

L(X) = min{f(x) x € X}
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Jezeli uda sie znalezé¢ takie rozwiazanie x, ze f(x)=L(X), to x jest
| rozwiazaniem optymalnym. W przeciwnym razie podziel wediug okreslonego
sposobu zbidér X na skonczona liczbe podzbioréw:
X=X UX,U...UZX,
podstaw k:=1 i przejdz do kroku 2.

Krok 2. Oblicz L(X}) i =1..rk
Je§li przy tym uda si¢ znalez¢ takie rozwigzanie x, 7Ze X € X:
dla danego r (l<=i<=rk) i £(x) = L(X!) <= L(X})
i=l..rk, to x jest rozwigzaniem optymalnym. W przeciwnym razie wybierz podzbidr
X:. wedlug zasady:

L(X;4) = min{L(X{)}

i podziel go na skonczona liczbe (zwykle rozitacznych) podzbiordw
Xt = XS, U XS

k
v(k) v(k) 1 v(k) ,2 U...UX

v(k) ,s(k)

Krok 3. Wszystkie nie podzielone dotad podzbiory

k k k k
P X xV(k) A7 xV(k) 20 s xV(k) +s(k)

rk/

X, X5, ..., XS ) &

’ v(k)-17/ v(k)+17 = * °

oznacz przez

k+1 k+1 k+1
x1 ’XZ ""’xrk+l

podstaw k:=k+1 i wréé do kroku 2.
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Graficzna prezentacja metody podziatu i ograniczen

Metode podziatu i ograniczen stosuje sie do rozwiazywania zadan o charakterze
kombinatorycznym:

e programowanie catkowitoliczbowe,

e problem komiwojazera,

e szeregowanie zadan niepodzielnych,

e problem plecakowy,

e problem przydziatu,

e problem lokalizacji
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Przyktad:
Znalezé rozwiazanie optymalne zadania:

maxz = T+ Ty

prazy ograniczeniach

1) = + G2 < 3
@) -20 + < %
i (3) rn >0,z = 0
i4) r1, T2 — calkowite

3
b —2z+a2=4% I = 3,¥z2 = 3

wn
&

[-]

[-]

> =-a Eg
wartos¢ funkeji celu z = <~

132 3 Lz
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Dzielimy zbidér rozwiazan na dwa zbiory S, i S, wzgledem zmiennej x1

maxz =mI + xz maxz =TI + Tz
I —I— %5‘:2 i % Iy —I— %5‘:2 i %
—23:1 + Lo E % —25_-"1 + Lo i: %
2z2mm, 2 = 0 0zm3: =1,z = 0
Ty, T, — calkowite Ty, r2 — calkowite
Dla zbioru S, Dla zbioru S,,
wspbirzedne punktu B wspéirzedne punktu C
X, = x =1
23 7
iy =3
41 10
zZ = — z = —
9 3
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Dzielimy zbidér rozwiazan np. S, na dwa zbiory S,; i S,, zmiennej x2

maxsz = I, + ¥z max z = 1 + &
g |
g . Bl T =T = T
r + ¥ = 4 LT omf =
‘ 1
. — < =
%r 4 Ty < % 2r 4+ Tz = 3
i ) <= <
2 <1,3 £ x> 23,32 £ 2
Ty, 72 — calkowite x1, rz — liczby nieujemne, calkowite
Dla zbioru S, ,, Dla zbioru S, ,,
zadanie sprzeczne wspbitrzedne punktu D
33
X = —
14
x, = 2
61
z = —
14
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Dzielimy zbidr rozwiazan S,, na dwa zbiory S,,, i S,,, zmiennej x1

max z = &y + Ta maxz =] + x=
9 51
z, + %xg < % r + a2 = 13
1
—9r, + Ty < 3 —2r; 4+ Tz = 3
2 <3y, 29 < 2,y <€ 2 2 < m,3 = 2,3 £ 1

R liczby nieujemne, catkowite

Ty, To liczby nieujemne, calkowite

rp = 2, T = 2, z=4 (punkt EJ,

r =3, Tz =1, z2=4 (punkt F).

"Wprowadzenie do teorii synmiacji”



Proces podziatu zbioru rozwiazan dopuszczalnvych

Obszar S

31:33":2 R.‘z:]n,l'rﬂ

= Egj'ﬁ

T

Obszar S,
Z ograniczeniem ;<1 B

Obszar 5,
z ograniczeniem z;=2

xa=Tf3 2=10/3

r1=1

21=2 22=23f3 »=4l/g

N

Obszar S,.
z ograniczeniami
D I __:2"2 Iz:‘.’{?

Obszar S
z ograniczeniami
122 xog2

z1=33/14 zp=2

2=6l/14

Brak rozwigzania

T

Obszar 524
Zz ograniczeniami

ri122 re<? mz23| E

r1=3 Io=1 =z=4
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z ograniczeniami
Py | ;?.-2 ;I:_g'S;'Z I gz

rp=2 ro=2 z=
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Zagadnienie przydziaiu - algorytm wegierski

Dane sa srodki i zadania, ktére nalezy wzajemnie przydzielié. Przydziail
jeden do jeden oznacza tyle samo Srodkdéw co zadan.

i=1l,2.n Srodki,

j=1,2..n zadania

(2, ] aij — koszt preydei atu zadania j do srodka |
i — zmierna decyzyina
0 G Aei
x{;‘ = . I:[x{;l']n-cn
1 preeciwny provpadek

Furkgia celu: @(x) =373 ayx; —>tmin
i=l j=l

Ograniczenia (ze wzdedd na preydziat jeden-jeden).
Zx{?- =1 j=12,..»

i=1

Toxg=1 i=12..n x;€{0, 1} dia¥i,j

7=l
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WEASNOSCI PROBLEMU NA PRZYKEADZIE o

CAMIA
i~ | T2 F|£] 5
Twierdzenie 1 —=| I |(a|e |8 |e]|1
. — o S é 2 |elelelile
nigch  [dy]=lay; ¥y T2;] - da dowdnego rozwigzaria dopuszczalnego &7 111ele o
dla [x; ], 2achodz £ oo |1 |e\e
s |lolile|o
X = E;{i _}.ri 7. A
Zz:; vy Z‘; vy Zz: ! Z;: ! zadarie 4 przydzielore do 2 drocka
Zmienne decyzyjne nie ulegaja zmianie, jezeli odejmiemy/dodamy od/do
wierszy/kolumn ta sama wartosé stata.
Twierdzenie 2
Mech dia ¥, a, 20 | jezell dla rozwiazania dopuszcz, [x;.]
zachodzi > > agxy =0 to [x;] jest rozwiazaniem OPTYMALNYM
i
Zera niezalezne - tablica (macierz), posiada 0 niezalezne,
jezeli spelniaja one warunek: ZADNE DWA ZERA NIE LEZA NA TEJ SAMEJ
LINII POZIOMEJ LUB PIONOWEJ.
1
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Algorytm wegierski
Krok 1: Przygotowawczy (z twierdzenia 1).
a) [a,]:=la, -], yz.=mjnaﬁ.

by [a;]:=[a,-z;], z,=mina,

Krok 2: Sprawdzenie liczby zer niezaleznych (z twierdzenia 2).

Wykresl linie pionowe i poziome przechodzace przez zera tablicy kosztéw,

tak aby liczba linii byta minimalna, jezeli liczba linii = n STOP

Krok 3: Powiekszenie liczby zer niezaleznych (zgodnie z twierdzeniem 1).

13 zZnajdz najmniejszy nie prayvkryty liniami element tablicy
Y odejmij ten element od wszystkich elementow
e dodaj ten element do wszystkich praykrytych dworma liniami
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Zagadnienie transportowe

Z;g;cnxn R Ci; - koszt transportu od i- tego dostawcy
n do j- tego odbiorcy,

inj:Al i=1 m

j=1

m g . m — liczba dostawcédw;

;;xﬁ - 55 J = n n - liczba odbiorcéw;

x.2>0

Danych jest m dostawcéw, kazdy dysponuje A; jednostkami towaru.
Zapotrzebowanie na towar zgtasza n - odbiorcédw, kazdy w ilosci B, Jjednostek.
Kazdy z dostawcéw moze zaopatrywaé¢ dowolnego odbiorce i odwrotnie.

Aby istnialo rozwigzanie zadania musi byé¢ speiniony warunek:

> a, > B,
i=1 3=1

tz. Ilosé towaru musi byé¢ wieksza od zapotrzebowania.
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