
Wprowadzenie do teorii 
symulacji
Wykład nr. 2

Temat: 
Programowanie dyskretne
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Zadanie programowania dyskretnego polega na wyznaczeniu 
minimum lub maksimum funkcji określonej na dyskretnym tj. niespójnym 
zbiorze izolowanych punktów.
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i=1…n ilość zmiennych decyzyjnych
j=1…m ilość równań ograniczających,
x należy do zbioru liczb całkowitych

Geometryczna interpretacja zbioru 
rozwiązań w R2

Dyskretny model decyzyjny – co najmniej jedna zmienna musi przyjmować
wartości z dyskretnego zbioru izolowanych punktów.
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Źródła dyskretności:
• rozpatrywanie w modelu obiektów fizycznie niepodzielnych,
• kombinatoryczna struktura modelowanej sytuacji decyzyjnej; 

punkty zbioru rozwiązań dopuszczalnych reprezentują permutację
lub kombinację pewnego zbioru obiektów.  

Metoda podziału i ograniczeń

Ogólna idea metody podziału i ograniczeń polega na uporządkowanym 
przeszukiwaniu zbioru rozwiązań zadania optymalizacyjnego, o którym 
zakładamy że jest skończony. Zbiór wszystkich rozwiązań (X) dzieli się
sukcesywnie na mniejsze podzbiory (podział) a dla każdego podzbioru 
oblicza się kres dolny czyli oszacowanie z dołu wartości funkcji celu 
(minimalizacja). W kolejnych krokach dokonuje się podziału tych 
zbiorów, które mają najmniejszą wartość kresu dolnego (minimalizacja). 
Podział postępuje do chwili znalezienia rozwiązania dopuszczalnego, 
dla którego wartość funkcji celu jest nie większa niż najmniejsze 
dolne ograniczenie wszystkich nie podzielonych podzbiorów 
(ograniczenie). W najgorszym przypadku należy sprawdzić wszystkie 
rozwiązania, co przesądza o wykładniczej złożoności obliczeniowej tej 
metody.

Metody rozwiązań zadań optymalizacji dyskretnej:
• przegląd wszystkich rozwiązań,
• metoda podziału i ograniczeń,
• metoda płaszczyzn tnących,
• metody heurystyczne (algorytmy genetyczne).
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Dla wyliczenia kresów dolnych (minimalizacja) należy zdefiniować
funkcję ograniczającą „L”. Musi ona spełniać następujące warunki 
(minimalizacja):
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Efektywność metody podziału i ograniczeń zależy od jakości oszacowań kresów 
dla każdego podzbioru. Im te oszacowania są dokładniejsze, tym mniej potrzeba 
podziałów. Idealna funkcja ograniczająca jest następująca:

 }Xx  )x(fmin{)X(L ii ∈=

Algorytm metody podziału i ograniczeń

X - skończony zbiór rozwiązań dopuszczalnych,
L(X’) – dolna granica wartości funkcji celu na pewnym podzbiorze X’

zbioru rozwiązań X
k – numer kroku podziałowego       

Krok_1: Oblicz L(X). 
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Jeżeli uda się znaleźć takie rozwiązanie x, że f(x)=L(X), to x jest 
rozwiązaniem optymalnym. W przeciwnym razie podziel według określonego 
sposobu zbiór X na skończoną liczbę podzbiorów:
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podstaw k:=1 i przejdź do kroku 2.
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Krok 2. Oblicz

Jeśli przy tym uda się znaleźć takie rozwiązanie x, że
dla danego r (1<=i<=rk) i 

i=1..rk, to x jest rozwiązaniem optymalnym. W przeciwnym razie wybierz podzbiór
według zasady:
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Krok 3. Wszystkie nie podzielone dotąd podzbiory
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Metodę podziału i ograniczeń stosuje się do rozwiązywania zadań o charakterze 
kombinatorycznym:

• programowanie całkowitoliczbowe,
• problem komiwojażera,
• szeregowanie zadań niepodzielnych,
• problem plecakowy,
• problem przydziału,
• problem lokalizacji

Graficzna prezentacja metody podziału i ograniczeń
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Zbiór rozwiązań dopuszczalnych przedstawia rysunek

Przykład: 
Znaleźć rozwiązanie optymalne zadania:
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Dzielimy zbiór rozwiązań na dwa zbiory S1 i S2 względem zmiennej x1   

9
41

z

9
23

x

2x

2

1

=

=

=

Dla zbioru S1,
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Dla zbioru S2,
współrzędne punktu C
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Dzielimy zbiór rozwiązań np. S1 na dwa zbiory S11 i S12 zmiennej x2   

Dla zbioru S11,
zadanie sprzeczne
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Dla zbioru S12,
współrzędne punktu D
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Dzielimy zbiór rozwiązań S12 na dwa zbiory S121 i S122 zmiennej x1   
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Proces podziału zbioru rozwiązań dopuszczalnych
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Zagadnienie przydziału - algorytm węgierski

Dane są środki i zadania, które należy wzajemnie przydzielić. Przydział
jeden do jeden oznacza tyle samo środków co zadań. 
i=1,2…n środki,
j=1,2…n zadania
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WŁASNOŚCI PROBLEMU NA PRZYKŁADZIE

Twierdzenie_1

Zmienne decyzyjne nie ulegają zmianie, jeżeli odejmiemy/dodamy od/do 
wierszy/kolumn tą samą wartość stałą. 

Twierdzenie_2

Zera niezależne - tablica (macierz), posiada 0 niezależne, 
jeżeli spełniają one warunek: ŻADNE DWA ZERA NIE LEŻĄ NA TEJ SAMEJ 
LINII POZIOMEJ LUB PIONOWEJ. 



14

Algorytm węgierski

Krok 1: Przygotowawczy (z twierdzenia 1).

Krok 2: Sprawdzenie liczby zer niezależnych (z twierdzenia 2).

Wykreśl linie pionowe i poziome przechodzące przez zera tablicy kosztów, 

tak aby liczba linii była minimalna, jeżeli liczba linii = n STOP

Krok 3: Powiększenie liczby zer niezależnych (zgodnie z twierdzeniem 1).
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Zagadnienie transportowe

- koszt transportu od i- tego dostawcy 

do j- tego odbiorcy,

0

1

1

1

1

1 1

≥

==

==

→

∑

∑

∑ ∑

=

=

= =

ij

j

m

i
ij

i

n

j
ij

ij

m

i

n

j
ij

x

n...jBx

m...iAx

minxc
ijc

m – liczba dostawców;
n – liczba odbiorców;

Danych jest m dostawców, każdy dysponuje Ai jednostkami towaru. 
Zapotrzebowanie na towar zgłasza n – odbiorców, każdy w ilości Bj jednostek.
Każdy z dostawców może zaopatrywać dowolnego odbiorcę i odwrotnie.
Aby istniało rozwiązanie zadania musi być spełniony warunek: 

∑∑
==

≥
n

j
j

m

i
i BA

11

tz. Ilość towaru musi być większa od zapotrzebowania.  
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