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Cykl Eulera

Cyklem w grafie G(V,E) nazywamy ciag xllxz,.“ﬂ&,xltaki, ze X, X
lub x,,,, %X, naleza do zbioru ukéw E.

Cykl Eulera to taki cykl w grafie, ktéry zawiera kazda krawedz
doktadnie raz.

i+l

Warunki istnienia cyklu Eulera w grafie:

e graf musi byé¢ spdjny,

e dla grafu skierowanego ilos¢ krawedzi wchodzacych do wierzchoitka musi
réwnaé¢ sie ilosci krawedzi wychodzacych z wierzchoika,

e dla grafu nieskierowanego stopien kazdego wierzchotka musi by¢
parzysty.

Algorytm Feury’ego:

Krok 1:
Wyznacz wierzchotek poczatkowy i dodaj go do stosu.

Krok 2:
Jezeli istnieje nastepnik to dodaj biezacy wierzchoiek na
stos, przejdz do osiagalnego nastepnika z najmniejszym
indeksem.

Krok 3:
Jezeli zabraknie nastepnikéw dodaj biezacy wierzchoiek do
wynikowego cyklu; zdejmi]j pierwszy wierzcholek ze stosu i
traktuj go jako bierzacy.

Krok 4:

Dopdki stos nie pusty krok 2.
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Cykl Hamiltona

Cykl Hamiltona to taki cykl w grafie, w ktorym kazdy wierzchotek grafu
wystepuje Jjeden raz. Grafy zawierajace cykl Hamiltona nazywamy
hamiltonowskimi.

Warunek konieczny istnienia cyklu Hamiltona:

Jezeli graf G Jjest hamiltonowski to dla kazdego niepustego zbioru
zbioru wierzcholkdéw V(G) zachodzi:

o(V(G) — V') < \v\

gdzie w(G) oznacza ilosé spdéjnych skitadowych grafu G.

Warunek wystarczajace istnienia cyklu Hamiltona:

1. Graf o n wierzchotkach dla n>=3, w ktérym d(v)+d(w)>=n dla kazdej pary
wierzchotkdédw v, w nie potaczonych krawedzia jest hamiltonowski.

2. Jezeli graf ma n>=3 wierzchotki oraz d(v)>=n/2 dla kazdego wierzcholka
to ten graf jest hamiltonowski.

3. Jezeli graf na n>=3 wierzchoiki i co najmniej 0.5* (n-1) (n-2)+2 krawedzi
to ten graf jest hamiltonowski.
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Algorytm Robertsa-Floresa cykl Hamiltona w grafie skierowanym.

1. Budujemy macierz nastepnikédw kolumny macierzy odpowiadaja, wierzchoikom
i zawieraja, ich nastepniki w pewnej, na poczatku ustalonej, kolejnosci.

2. Rozpoczynamy z dowolnego wierzchotka v. Bierzemy pierwszy “dostepny”
(ktéry Jjeszcze nie zostat wiaczony do zbioru S wierzchoitké4w budowanego
cyklu) nastepnik z kolumny odpowiadajacej v. Zatdézmy, ze Jjest to
wierzchotek u. S := S v {u}. Nastepnie bierzemy pierwszy dostepny
nastepnik wierzchotka u z kolumny odpowiadajacej u, itd.

3. Mamy nastepujace mozliwosci:

e Nie ma dostepnego nastepnika nastepuje krok powrotu wyrzucamy z S
ostatnio dodany wierzcholek, wracamy do kolumny, z ktdérej zostait on
wybrany i bierzemy kolejny dostepny nastepnik; nastepnie bierzemy
pierwszy dostepny jego nastepnik, itd. (oczywiscie za kazdym razem,
gdy nie ma dostepnego nastepnika nastepuje krok powrotu) ;

e Zbidér S ma juz moc n czyli znalezlisSmy Jjuz Sciezke, Hamiltona H z v
do w, gdzie w jest ostatnio dodanym do S wierzchotkiem. Sprawdzamy,
czy istnieje 1tuk z w do v: jesli TAK, to zapisujemy cykl Hamiltona
H + vw i krok powrotu (lub STOP jesli chcemy znalezé tylko jeden
cykl Hamiltona); jesli NIE, to krok powrotu.

4. Koniec nastepuje, gdy powrécimy do wierzchotka v i nie ma juz dostepnygh
jego nastepnikéw
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Problem komiwojazera

Jest to jeden z najstarszych problemédw optymalizacyjnych na sieciach,
rozwiazaniem tego problemu zajmuja sie uczeni od ponad 40 lat.

Sformutowanie problemu

Komiwojazer ma odwiedzié¢ dokitadnie raz kazda z wybranych miejscowosci

i powrécié do miejscowosci, z ktérej rozpoczat podrdéz. Znane sa koszty
przejazdu pomiedzy kazda para miejscowosci. Nalezy zaplanowaé¢ droge przejazdu
tak, aby mozna bylo odwiedzié¢ kazda miejscowosé dokiadnie raz i koszt podrdzy
byt mozliwie najmniejszy.

W teorii sieci problem polega na znalezieniu najkrétszego cyklu diugosci n
(zwanego cyklem Hamiltona) w n- wierzchotkowej sieci peilnej. Sie¢ peina - kazda
para wierzchotkéw jest potaczona 2ukami.

Problem komiwojazera jest klasycznym problemem optymalizacji kombinatorycznej
pojawiajacy sie w wielu zastosowaniach:

e ramie maszyny nitujacej,

* mapa drogowa,

Zdefiniowanie problemu

Dany jest zbidér n miast oraz nieujemna, kwadratowa macierz odlegtosci (kosztow)

C = [cﬁ], stopnia n, gdzie Cij okresla odlegtosé¢ miedzy miastem i
a miastem j. Zadanie sprowadza sie do znalezienia minimalne]j drogi Zzamkni
(i,, i,, ..i,, i,;).
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Przy odpowiednich oznaczeniach problem komiwojazera mozna przedstawicé
| w postaci zadania wyznaczenia takiego x;; oraz z,, aby

"
]

-
o
]

—

z; x, =1 i=1,.,n; wyjazd z miasta tylko jeden raz;
=

2; x, =1 j=1,.,n; wjazd do miasta tylko jeden raz;
z;-z;+nx;,<=n-1 i,j=2,...,n i Jj z; z;€ R

Warunek chroni przed pojawieniem sie rozwiazania skladajacego sie z drogi
nie przechodzace] przez wszystkie miasta.

Metody rozwiazania:

e przeglad catej przestrzeni rozwiazan graf peiny ma (n-1)! cykli hamiltona,
e metoda podziatu i ograniczen (Algorytm Little’a)- otrzymujemy rozwiazanie

optymalne,
e metody heurystyczne (np. algorytm wiaczania, algorytm genetyczny,
algorytm mrowkowy) — otrzymujemy rozwigzanie bliskie optymalnego,

* metoda programowania catkowitoliczbowego lub binarnego,

Jest to problem NP trudny tz. nie jest znany algorytm,, ktdérego czas oblicz
jest ograniczony wielomianem zmiennej n tj. liczby miast.
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Algorytm podziatu i ograniczen

Mozna go przedstawi¢ za pomoca drzewa przeszukiwan, w ktérym kazdy wezeil
jest zwiazany z krokiem obliczen, polegajacym na podziale biezacego zbioru
rozwiazan na dwa lub wiecej podzbioréw:

e pierwszy zbidér zawierajacy wyrdzniony tuk <i,j>,

e drugi zbidér nie zawierajacy wyrdéznionego tuku <i, j>,

Po wykonaniu podziatu sa liczone dolne ograniczenia wag rozwiazan w obu
podzbiorach jako kolejny zbidér jest rozpatrywany ten, ktéry ma mniejsze
ograniczenia dolne. Postepowanie to jest kontynuowane az do otrzymania
cyklu Hamiltona.

Przyklad:
Dana jest macierz kosztéw przejsé¢é ,C” (,©” oznacza koszt o nieskonczonej
wartosci) :
Macierz C 1 2 3 4
1 o0 2 7 3
2 7 00 8 5
3 9 4 00 6
4 3 8 5 o0

Niech G° oznacza poczatkowy zbidér rozwiazan. W celu wyznaczenia kresu
dolnego dla G° dokonujemy redukcji macierzy C w kazdym wierszu znajdujemy
element minimalny i odejmujemy go od wszystkich elementé4w danego wiersza
ten sam proces wykonujemy dla kolumn. :
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|Po wykonaniu redukcji macierzy, w kazdym wierszu i kazdej kolumnie powinien
znalez¢ sie element zerowy. Suma wielkosci, ktére odjelismy (stopien redukcji
macierzy R) dodawana jest do dotychczasowej wartosci dolnego ograniczenia
(wartosé poczatkowa dolnego ograniczenia = 0):

Macierz C° 1 2 3 4
1 o0 0 3 1 -2
2 2 00 1 0 -5
3 5 0 o0 2 -4
4 0 5 0 0o -3
-2 R=16

Po redukcji: (dolne ograniczenie = 16). Kandydatami do wykonania podzialu sa

nastepujace odcinki (majace w tej zredukowanej macierzy koszt réwny O0):

<1,2>,<2,4>,<3,2>,<4,1>,<4,3>. Wybieramy ten z nich, ktéry posiada najwyzszy

optymistyczny koszt wytaczenia. Jezeli wyitaczymy odcinek <i,j>, to

z miasta ,i” musimy wyruszy¢ do miasta innego niz ,j”, a do miasta ,3j”

musimy przyby¢ z miasta réznego od ,i”. Rozwazmy dla przykiadu odcinek <2,4>
Jezeli wylaczymy ten odcinek, to z miasta 2 musimy wyruszy¢é do miasta rdéznego
od 4, a minimalny koszt z tym zwiazany jest réwny 1 (minimalna wartosé¢ w

wierszu 2 rézna od tej na pozycji 2,4). Z kolei do miasta 4 trzeba dotrzeé

z miasta réznego od 2 i minimalny koszt z tym zwiazany jest réwny 1
(minimalna wartos¢ w kolumnie 4 rdézna od tej na pozyciji 2,4). Suma tych
wartosci (2) jest optymistycznym kosztem ktdéry na pewno musimy poniesé
wytaczajac odcinek <2,4>. Wartosci tych kosztdéw podane sa w postaci,i
przy elementach zerowych:
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Macierz C°

1 3 4
1 o0 0! 3 1 -2 G°
2 2 00 1 02 -5 (16)
3 5 02 00 2 -4
4 02 5 0! 00 -3
-2 R=16

W naszym wypadku az trzy odcinki maja optymistyczny koszt wytaczenia réwny 2.
Arbitralnie wybieramy odcinek <2,4> tworzac zbiory marszrut Gl i G2 zawierajace
lub nie zawierajace tego odcinka.

WezZmy pod uwage zbidér Gl. Tworzymy macierz Cl usuwajac z macierzy CO wiersz 2
i kolumne 4 oraz przyjmujac c42=n (blokujemy droge przeciwna).
Zmodyfikowana i zredukowana macierz Cl znajduje sie ponizej:

Macierz C! 1 2 3
1 0 03 3
3 5 0% 00
4 05 0 03
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Wezmy pod uwage zbidr G2. Tworzymy macierz C2 z macierzy CO przyjmujac c24=c0.
" Zmodyfikowana i zredukowana macierz C2 znajduje sie ponizej:

macierz C? 1 2 3 4
1 ) 0o° 3 o1
2 1 0 01 0 -1
3 5 0! o0 1
4 o1 5 0o° o0
-1 =2
G° (16)
G! (1e6) G2 (18)
<2.,4> ~<2,4>

Do dalszego podziatu wybieramy wierzcholek o najmniejszej wartosci kresu
dolnego Gl. Z tablicy Cl wynika, ze tylko odcinki <3,2> oraz <4,1> moga
by¢é rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartosé¢ kosztu
wyltaczenia 5). Arbitralnie wybieramy <3,2> tworzac zbiory G3 i G4.

WezZmy pod uwage zbidér G3. Tworzymy macierz C3 usuwajac z macierzy Cl
wiersz 3 i kolumne 2. Nie dokonujemy podstawienia c32=w, gdyz ten element
zostat juz wyeliminowany. Zmodyfikowana i zredukowana macierz C3 znajduje
sie ponizej:
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Macierz C3 3
1 o0 ox -3
4 o 090

R=3

Wezmy pod uwage zbidr G4. Tworzymy macierz C4 z macierzy Cl przyjmujac c32=cw0.
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C4 znajduje sie ponizej:

Macierz C* 1 2 3
1 0 0 3
3 0= 00 00 -5
4 00 00 03

° (16)
/ - \

Gt (1le6) G2 (18)

/ <2,4> \ ~<2,4>
G3 (19) G* (21)
<3,2> ~<3,2>
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Do dalszego podziatu wybieramy wierzcholek o najmniejszej wartosci kresu

" dolnego G2. Z tablicy C2 wynika, ze tylko odcinki <1,4> <2,3> oraz <3,2>

moga by¢é rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartos¢ kosztu

wytaczenia 1) . Arbitralnie wybieramy <1,4> tworzac zbiory G5 i G6.

Wezmy pod uwage zbidér G5. Tworzymy macierz C5 usuwajac z macierzy C2 wiersz 1

| i kolumne 4. Ponadto dokonujemy podstawienia c4l=w. Zmodyfikowana i zredukowana
macierz C5 znajduje sie ponizej:

macierz C° 1 2 3
2 04 0 0°
3 4 0° 00
4 00 5 05
-1 R=1

Wezmy pod uwage zbidr G6. Tworzymy macierz C6 z macierzy C2 przyjmujac clé=o.
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C6 znajduje sie ponizej:

macierz C? 1 2 3 4
1 00 03 3 00
2 1 00 01! 00
3 5 00 0 0
4 01! 5 0° 00

-1 =1
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/ G° (1e6) \
(16) G2 (18)
/ <2,4> \ / ~<2,4> \
G3 (19) G* (21) G®> (19) G¢ (19)
<3,2> ~<3,2> <1.,4> ~<1,4>

Do dalszego podzialu wybieramy wierzcholek o najmniejszej wartosci kresu
dolnego G3. Z tablicy C3 wynika, ze tylko odcinki <1,3> oraz <4,1> moga
by¢é rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartosé¢ kosztu
wylaczenia ). Arbitralnie wybieramy <1,3> tworzac zbiory G7 i G8.

WezZmy pod uwage zbidér G7. Tworzymy macierz C7 usuwajac z macierzy C3 wiersz 1
i kolumne 3. Macierz redukuje sie do jednego elementu.
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C7 znajduje sie ponizej:

macierz C’ 1

4 0

R=0

UWAGA - z tej macierzy wynika, ze dolaczajac do wierzchoitka G7 jedyna mozliwa
marszrute <4,1> otrzymujemy rozwigzanie koncowe, dla ktérego wartosé funkcji

kosztu réwna sie kresowi dolnemu réwnemu 19. Oznaczmy to rozwiazanie przez | |
wierzchotek G9.
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Wezmy pod uwage zbidr G8. Tworzymy macierz C8 z macierzy C3
| cl13=w. Zmodyfikowana macierz C8 znajduje sie ponizej: UWAGA - koszt redukcji
wynosi oo (patrz wiersz 1). Kres dolny byiby réwny takze . Oznacza to,

ze wierzcholek ten nie bedzie dalej dzielony — mozna dowiesé, ze nie odpowiada
Pomijamy wiec w dalszych rozwazaniach ten wierzchoilek.

Podstawiamy za

Macierz C® 1 3
1 ' o0
4 0 0°
R =o (!)
‘//// G° (16) \\\\‘
G! (16) G? (18)
/ <2,4> \ / ~<2,4> \
G3 (19) G* (21) G> (19) G (19)
f/ <3,2> ~<3,2> <1,4> ~<1,4>
Podziatl pozostatych zbiordw nie moze daé¢
G’ (19) G® (*) rozwiazania le i i
pszego. Otrzymane rozwigzanie
<;r3> ~<1,3> jest optymalne, choé niekoniecznie jedyne.
G° k19) W celu stwierdzenia czy istnieja inne rozwiazania,
<4 1> nalezatoby dokona¢ podziatu zbiordéw G5 i G6.
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Algorytm wlaczania

Algorytm wtaczania wybiera dowolny wierzcholek, powiedzmy s, jako poczatkowy
wierzchotek trasy i z posréd pozostatych n-1 wierzchotké4w wybiera inny
wierzchotek, powiedzmy p (zgodnie z pewnym kryterium wyboru opisanym ponizej).
Otrzymujemy cykl zlozony z wierzchoitkdédw (s, p, s). Nastepnie wybierany jest
trzeci wierzchotek z sposrdéd n-2 pozostaitych i wtaczamy go do biezacego
rozwiazania tak by otrzymaé¢ cykl (s, p, q, s) lub (s, q, p, s) w zaleznosci
od tego, ktéry jest krotszy.

Oznaczenia:
VT - zbidér wierzchotkdédw nalezacych do biezacej trasy;
V — zbidr wszystkich wierzchoikoéw;

Sposdéb powiekszania cyklu sktada sie z dwédch krokoéw:

1. Krok wyboru - okresli¢ w zbiorze V — VT wierzchotek, ktéry ma byé wiaczony
do cyklu.

2. Krok wlaczania - okreslié¢ miejsce, gdzie (czyli miedzy ktérymi dwoma

wierzchotkami w cyklu) ma byé wiaczony do trasy nowo wybrany wierzchoiek.

ad 1.)
Nalezy wybrac¢ wierzcholek nie odwiedzany, potozny najdalej od cyklu -
wtaczanie najdalszego wierzchotka. Wprowadzamy tablice odlegitosci
d(rozmiaru n). Wilaczamy jako nastepny wierzchotek f do cyklu, posiada on
najwieksza wartosé¢é w tablicy d. Kazdy element tablicy d réwny jest minimum
sposrdéd biezacej wartosci w tablicy d i odpowiedniej wartosci w wierszu £
macierzy kosztéw W.
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‘ad 2.)

Zatézmy, ze biezacy cykl zawiera k wierzchoitkdéw i nastepnym do witaczenia jest
wierzchotek f. Badamy kazdy %uk (i, j) cyklu i okreslamy koszt witaczenia £
miedzy i, j, ktéry jest réwny

' cij = wif + wfj - wij
WSréd k tukdéw cyklu wybieramy fuk (t, h) o najmniejszym koszcie cth.
Wierzchotek f wtaczamy do cyklu t, h, uaktualniamy diugosé cyklu i wartosci

elementéw w tablicy d.

Przyktad
Dana jest macierz C okreslajaca odlegios¢ miedzy 5 miastami:

1

N N8 || w

[ SO NPT ENC T I C T N T A
8l NlWlIg|W]| u

| W|IDN|-
N[N 8
(o[ [N| DN

Wybieramy wierzchotek np. 1 jako poczatkowy wierzchoilek s.
Tablica odlegtosci d ma postaé:
d = [_r 2/ 4/ 7/ 5]/
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| Pierwsza iteracja.

Najwiekszym elementem w tablicy d jest 7, odpowiadajacy wierzchoikowi 4.
Trasa zostaje powiekszona do (1, 4, 1), a catkowita jej diugosé¢ wynosi:
di = wld + w4l =7 + 5 = 12.

Modyfikujemy tablice d, ktérej elementy staja sie réwne mniejszym z
dotychczasowych wartosci i odpowiednich elementéw w wierszu 4.

d=[-, 2, 2,-, 3];

Druga iteracja.

Najdalszym wierzchotkiem od biezacej trasy jest 5 odpowiadajace] najwiekszej
liczbie w tablicy d, réwnej 3. Wierzcholek ten moze byé¢ witaczony do trasy na
dwa sposoby:

cld = wlb + wh4 - wl4d = 3 + 4 - 7 = 0;
cd4l = w45 + whl - w4l =7 + 4 - = 6,
Otrzymujemy trase (1, 5, 4, 1) o diugosci dit =12 + 0 = 12;

d = [_r 2/ 1/ v _];

Trzecia iteracja

Najdalszym wierzchotkiem jest 2 a koszty jego witaczenia sa roéwne:
cls = wl2 + w25 - wls =2 + 7 - 3 = 6,

cb4 = wh2 + w24 - wbh4 = 8 + 5 - 4 = 9,

cdl = w42 + w21 - w4l = 9 + 2 - 5 = 6,

Otrzymujemy trase (1, 2, 5, 4, 1) o diugosci dt = 12 + 6 = 18;

d = [_I v 1/ 7 _];
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Czwarta iteracja

Zostatl wierzchotek 3 a koszty jego wlaczenia wynosza odpowiednio:

cl2 = wl3 + w32 - wl2 6,

c25 = w23 + w35 - w25 = 0,

c54 w53 + w34 - wh4 = 4,

c4l = w43 + w31l - w4l = 5;

Wstawiamy wierzcholek 3 miedzy 2 a 5 i otrzymujemy trase (1, 2, 3, 5, 4, 1)
o diugosci dit = 18 + 0 = 18
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