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Cykl Eulera

Cyklem w grafie G(V,E) nazywamy ciąg x1, x2, …,xk,x1 taki, że xi, xi+1
lub xi+1, xi należą do zbioru łuków E.
Cykl Eulera to taki cykl w grafie, który zawiera każdą krawędź
dokładnie raz.

Warunki istnienia cyklu Eulera w grafie:
• graf musi być spójny,
• dla grafu skierowanego ilość krawędzi wchodzących do wierzchołka musi 
równać się ilości krawędzi wychodzących z wierzchołka,
• dla grafu nieskierowanego stopień każdego wierzchołka musi być
parzysty.

Algorytm Feury’ego:
Krok 1: 

Wyznacz wierzchołek początkowy i dodaj go do stosu.
Krok 2: 

Jeżeli istnieje następnik to dodaj bieżący wierzchołek na    
stos, przejdź do osiągalnego następnika z najmniejszym 
indeksem.

Krok 3: 
Jeżeli zabraknie następników dodaj bieżący wierzchołek do 
wynikowego cyklu; zdejmij pierwszy wierzchołek ze stosu i 
traktuj go jako bierzący.

Krok 4:
Dopóki stos nie pusty krok 2.  
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Cykl Hamiltona

Cykl Hamiltona to taki cykl w grafie, w którym każdy wierzchołek grafu 
występuje jeden raz. Grafy zawierające cykl Hamiltona nazywamy 
hamiltonowskimi.

Warunek konieczny istnienia cyklu Hamiltona:

Jeżeli graf G jest hamiltonowski to dla każdego niepustego zbioru 
zbioru wierzchołków V(G) zachodzi:

 

'' V)V)G(V( ≤−ω

gdzie     oznacza ilość spójnych składowych grafu G.)G(ω

Warunek wystarczające istnienia cyklu Hamiltona: 

1. Graf o n wierzchołkach dla n>=3, w którym d(v)+d(w)>=n dla każdej pary 
wierzchołków v, w nie połączonych krawędzią jest hamiltonowski.

2. Jeżeli graf ma n>=3 wierzchołki oraz d(v)>=n/2 dla każdego wierzchołka 
to ten graf jest hamiltonowski.

3. Jeżeli graf na n>=3 wierzchołki i co najmniej 0.5*(n-1)(n-2)+2 krawędzi 
to ten graf jest hamiltonowski. 
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Algorytm Robertsa-Floresa cykl Hamiltona w grafie skierowanym. 

1. Budujemy macierz następników kolumny macierzy odpowiadają, wierzchołkom 
i zawierają, ich następniki w pewnej, na początku ustalonej, kolejności.

2. Rozpoczynamy z dowolnego wierzchołka v. Bierzemy pierwszy ”dostępny”
(który jeszcze nie został włączony do zbioru S wierzchołków budowanego 
cyklu) następnik z kolumny odpowiadającej v. Załóżmy, że jest to 
wierzchołek u. S := S v {u}. Następnie bierzemy pierwszy dostępny 
następnik wierzchołka u z kolumny odpowiadającej u, itd.

3. Mamy następujące możliwości:
• Nie ma dostępnego następnika następuje krok powrotu wyrzucamy z S 

ostatnio dodany wierzchołek, wracamy do kolumny, z której został on 
wybrany i bierzemy kolejny dostępny następnik; następnie bierzemy 
pierwszy dostępny jego następnik, itd. (oczywiście za każdym razem, 
gdy nie ma dostępnego następnika następuje krok powrotu);

• Zbiór S ma juz moc n czyli znaleźliśmy już ścieżkę, Hamiltona H z v 
do w, gdzie w jest ostatnio dodanym do S wierzchołkiem. Sprawdzamy, 
czy istnieje łuk z w do v: jeśli TAK, to zapisujemy cykl Hamiltona 
H + vw i krok powrotu (lub STOP jeśli chcemy znaleźć tylko jeden 
cykl Hamiltona); jeśli NIE, to krok powrotu. 

4. Koniec następuje, gdy powrócimy do wierzchołka v i nie ma juz dostępnych 
jego następników
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Problem komiwojażera
Jest to jeden z najstarszych problemów optymalizacyjnych na sieciach, 
rozwiązaniem tego problemu zajmują się uczeni od ponad 40 lat.

Sformułowanie problemu

Komiwojażer ma odwiedzić dokładnie raz każdą z wybranych miejscowości 
i powrócić do miejscowości, z której rozpoczął podróż. Znane są koszty 
przejazdu pomiędzy każda parą miejscowości. Należy zaplanować drogę przejazdu 
tak, aby można było odwiedzić każdą miejscowość dokładnie raz i koszt podróży 
był możliwie najmniejszy.

W teorii sieci problem polega na znalezieniu najkrótszego cyklu długości n 
(zwanego cyklem Hamiltona) w n- wierzchołkowej sieci pełnej. Sieć pełna – każda 
para wierzchołków jest połączona łukami. 

Problem komiwojażera jest klasycznym problemem optymalizacji kombinatorycznej 
pojawiający się w wielu zastosowaniach:

• ramię maszyny nitującej,
• mapa drogowa,

Zdefiniowanie problemu

Dany jest zbiór n miast oraz nieujemna, kwadratowa macierz odległości (kosztów)
C = [cij], stopnia n, gdzie cij określa odległość między miastem i 

a miastem j. Zadanie sprowadza się do znalezienia minimalnej drogi zamkniętej 
(i1, i2, …in, i1).
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Przy odpowiednich oznaczeniach problem komiwojażera można przedstawić
w postaci zadania wyznaczenia takiego xij oraz zj, aby :

min,xc ij
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i = 1,…,n; wyjazd z miasta tylko jeden raz; 

j = 1,…,n; wjazd do miasta tylko jeden raz;

zi-zj+nxij<=n-1 i,j = 2,...,n i j≠ zi, zj R∈

Warunek chroni przed pojawieniem się rozwiązania składającego się z drogi
nie przechodzącej przez wszystkie miasta.

• przegląd całej przestrzeni rozwiązań graf pełny ma (n-1)! cykli hamiltona,
• metoda podziału i ograniczeń (Algorytm Little’a)– otrzymujemy rozwiązanie 

optymalne,
• metody heurystyczne (np. algorytm włączania, algorytm genetyczny, 

algorytm mrówkowy) – otrzymujemy rozwiązanie  bliskie optymalnego,
• metoda programowania całkowitoliczbowego lub binarnego,

Metody rozwiązania:

Jest to problem NP trudny tz. nie jest znany algorytm,, którego czas obliczeń
jest ograniczony wielomianem zmiennej n tj. liczby miast.
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Algorytm podziału i ograniczeń

Można go przedstawić za pomocą drzewa przeszukiwań, w którym każdy węzeł
jest związany z krokiem obliczeń, polegającym na podziale bieżącego zbioru 
rozwiązań na dwa lub więcej podzbiorów:
• pierwszy zbiór zawierający wyróżniony łuk <i,j>,
• drugi zbiór nie zawierający wyróżnionego łuku <i,j>,

Po wykonaniu podziału są liczone dolne ograniczenia wag rozwiązań w obu 
podzbiorach jako kolejny zbiór jest rozpatrywany ten, który ma mniejsze 
ograniczenia dolne. Postępowanie to jest kontynuowane aż do otrzymania 
cyklu Hamiltona.

Przykład:
Dana jest macierz kosztów przejść „C” („∞” oznacza koszt o nieskończonej 
wartości):

Macierz C 1 2 3 4
1 ∞ 2 7 3
2 7 ∞ 8 5
3 9 4 ∞ 6
4 3 8 5 ∞

Niech G0 oznacza początkowy zbiór rozwiązań. W celu wyznaczenia kresu 
dolnego dla G0 dokonujemy redukcji macierzy C w każdym wierszu znajdujemy 
element minimalny i odejmujemy go od wszystkich elementów danego wiersza
ten sam proces wykonujemy dla kolumn.
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Po wykonaniu redukcji macierzy, w każdym wierszu i każdej kolumnie powinien 
znaleźć się element zerowy. Suma wielkości, które odjęliśmy (stopień redukcji 
macierzy  R) dodawana jest do dotychczasowej wartości dolnego ograniczenia 
(wartość początkowa dolnego ograniczenia = 0):

Macierz C0 1 2 3 4

1 ∞ 0 3 1 -2
2 2 ∞ 1 0 -5
3 5 0 ∞ 2 -4
4 0 5 0 ∞ -3

-2 R=16

Po redukcji: (dolne ograniczenie = 16). Kandydatami do wykonania podziału są
następujące odcinki (mające w tej zredukowanej macierzy koszt równy 0): 
<1,2>,<2,4>,<3,2>,<4,1>,<4,3>. Wybieramy ten z nich, który posiada najwyższy 
optymistyczny koszt wyłączenia. Jeżeli wyłączymy odcinek <i,j>, to 
z miasta „i” musimy wyruszyć do miasta innego niż „j”, a do miasta „j”
musimy przybyć z miasta różnego od „i”. Rozważmy dla przykładu odcinek <2,4> 
Jeżeli wyłączymy ten odcinek, to z miasta 2 musimy wyruszyć do miasta różnego 
od 4, a minimalny koszt z tym związany jest równy 1 (minimalna wartość w 
wierszu 2 różna od tej na pozycji 2,4). Z kolei do miasta 4 trzeba dotrzeć
z miasta różnego od 2 i minimalny koszt z tym związany jest równy 1 
(minimalna wartość w kolumnie 4 różna od tej na pozycji 2,4). Suma tych
wartości (2) jest optymistycznym kosztem który na pewno musimy ponieść
wyłączając odcinek <2,4>. Wartości tych kosztów podane są w postaci indeksów 
przy elementach zerowych:
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Macierz C0 1 2 3 4

1 ∞ 01 3 1 -2

2 2 ∞ 1 02 -5

3 5 02 ∞ 2 -4

4 02 5 01 ∞ -3

-2 R=16

G0

(16)

W naszym wypadku aż trzy odcinki mają optymistyczny koszt wyłączenia równy 2. 
Arbitralnie wybieramy odcinek <2,4> tworząc zbiory marszrut G1 i G2 zawierające 
lub nie zawierające tego odcinka.

Weźmy pod uwagę zbiór G1. Tworzymy macierz C1 usuwając z macierzy C0 wiersz 2 
i kolumnę 4 oraz przyjmując c42=∞ (blokujemy drogę przeciwną). 
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C1 znajduje się poniżej:

Macierz C1 1 2 3

1 ∞ 03 3

3 5 05 ∞

4 05 ∞ 03

R=0
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Weźmy pod uwagę zbiór G2. Tworzymy macierz C2 z macierzy C0 przyjmując c24=∞. 
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C2 znajduje się poniżej:

macierz C2 1 2 3 4

1 ∞ 00 3 01

2 1 ∞ 01 ∞ -1

3 5 01 ∞ 1

4 01 5 00 ∞

-1 R=2

G1 (16)
<2,4>

G2 (18)
~<2,4>

G0 (16)

Do dalszego podziału wybieramy wierzchołek o najmniejszej wartości kresu 
dolnego  G1.  Z tablicy C1 wynika, że tylko odcinki <3,2> oraz <4,1> mogą
być rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartość kosztu 
wyłączenia 5). Arbitralnie wybieramy <3,2> tworząc zbiory G3 i G4.

Weźmy pod uwagę zbiór G3. Tworzymy macierz C3 usuwając z macierzy C1 
wiersz 3 i kolumnę 2. Nie dokonujemy podstawienia c32=∞, gdyż ten element 
został już wyeliminowany. Zmodyfikowana i zredukowana macierz C3 znajduje 
się poniżej: 
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Macierz C3 1 3

1 ∞ 0∞ -3

4 0∞ 00

R=3

Weźmy pod uwagę zbiór G4. Tworzymy macierz C4 z macierzy C1 przyjmując c32=∞. 
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C4 znajduje się poniżej:

Macierz C4 1 2 3

1 ∞ 0∞ 3

3 0∞ ∞ ∞ -5

4 00 ∞ 03

R=5

G1 (16)
<2,4>

G2 (18)
~<2,4>

G3 (19)
<3,2>

G4 (21)
~<3,2>

G0 (16)
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Do dalszego podziału wybieramy wierzchołek o najmniejszej wartości kresu 
dolnego G2.  Z tablicy C2 wynika, że tylko odcinki <1,4> <2,3> oraz <3,2> 
mogą być rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartość kosztu 
wyłączenia 1). Arbitralnie wybieramy <1,4> tworząc zbiory G5 i G6.
Weźmy pod uwagę zbiór G5. Tworzymy macierz C5 usuwając z macierzy C2 wiersz 1 
i kolumnę 4. Ponadto dokonujemy podstawienia c41=∞. Zmodyfikowana i zredukowana 
macierz C5 znajduje się poniżej:

macierz C5 1 2 3

2 04 ∞ 00

3 4 09 ∞

4 ∞ 5 05

-1 R=1
Weźmy pod uwagę zbiór G6. Tworzymy macierz C6 z macierzy C2 przyjmując c14=∞. 
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C6 znajduje się poniżej:

macierz C2 1 2 3 4

1 ∞ 03 3 ∞

2 1 ∞ 01 ∞

3 5 00 ∞ 0∞

4 01 5 00 ∞

-1 R=1
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G1 (16)
<2,4>

G2 (18)
~<2,4>

G3 (19)
<3,2>

G4 (21)
~<3,2>

G0 (16)

G5 (19)
<1,4>

G6 (19)
~<1,4>

Do dalszego podziału wybieramy wierzchołek o najmniejszej wartości kresu 
dolnego  G3.  Z tablicy C3 wynika, że tylko odcinki <1,3>  oraz <4,1> mogą
być rozpatrywane (zerowy koszt, maksymalna optymistyczna wartość kosztu 
wyłączenia ∞). Arbitralnie wybieramy <1,3> tworząc zbiory G7 i G8.
Weźmy pod uwagę zbiór G7. Tworzymy macierz C7 usuwając z macierzy C3 wiersz 1 
i kolumnę 3. Macierz redukuje się do jednego elementu. 
Zmodyfikowana i zredukowana macierz C7 znajduje się poniżej:

macierz C7 1

4 0

R=0

UWAGA – z tej macierzy wynika, że dołączając do wierzchołka G7 jedyną możliwą
marszrutę <4,1> otrzymujemy rozwiązanie końcowe, dla którego wartość funkcji 
kosztu równa się kresowi dolnemu równemu 19. Oznaczmy to rozwiązanie przez 
wierzchołek G9.
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Weźmy pod uwagę zbiór G8. Tworzymy macierz C8 z macierzy C3 . Podstawiamy za 
c13=∞. Zmodyfikowana macierz C8 znajduje się poniżej: UWAGA – koszt redukcji 
wynosi ∞ (patrz wiersz 1). Kres dolny byłby równy także ∞. Oznacza to, 
że wierzchołek ten nie będzie dalej dzielony – można dowieść, że nie odpowiada 
mu żadna marszruta. Pomijamy więc w dalszych rozważaniach ten wierzchołek.

Macierz C8 1 3

1 ∞ ∞

4 0∞ 00

R = ∞ (!)

G1 (16)
<2,4>

G2 (18)
~<2,4>

G3 (19)
<3,2>

G4 (21)
~<3,2>

G0 (16)

G5 (19)
<1,4>

G6 (19)
~<1,4>

G7 (19)
<1,3>

G8 (*)
~<1,3>

G9 (19)
<4,1>

Podział pozostałych zbiorów nie może dać
rozwiązania lepszego. Otrzymane rozwiązanie 
jest optymalne, choć niekoniecznie jedyne. 
W celu stwierdzenia czy istnieją inne rozwiązania, 
należałoby dokonać podziału zbiorów G5 i G6.
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Algorytm włączania

Algorytm włączania wybiera dowolny wierzchołek, powiedzmy s, jako początkowy 
wierzchołek trasy i z pośród pozostałych n-1 wierzchołków wybiera inny 
wierzchołek, powiedzmy p (zgodnie z pewnym kryterium wyboru opisanym poniżej). 
Otrzymujemy cykl złożony z wierzchołków (s, p, s). Następnie wybierany jest 
trzeci wierzchołek z spośród n-2 pozostałych i włączamy go do bieżącego 
rozwiązania tak by otrzymać cykl (s, p, q, s) lub (s, q, p, s) w zależności 
od tego, który jest krótszy.

Oznaczenia:
VT – zbiór wierzchołków należących do bieżącej trasy;
V – zbiór wszystkich wierzchołków;

Sposób powiększania cyklu składa się z dwóch kroków:
1. Krok wyboru – określić w zbiorze V – VT wierzchołek, który ma być włączony 

do cyklu.
2. Krok włączania – określić miejsce, gdzie (czyli między którymi dwoma 
wierzchołkami w cyklu) ma być włączony do trasy nowo wybrany wierzchołek.

ad 1.)
Należy wybrać wierzchołek nie odwiedzany, położny najdalej od cyklu –
włączanie najdalszego wierzchołka. Wprowadzamy tablicę odległości 
d(rozmiaru n). Włączamy jako następny wierzchołek f do cyklu, posiada on 
największą wartość w tablicy d. Każdy element tablicy d równy jest minimum 
spośród bieżącej wartości w tablicy d i odpowiedniej wartości w wierszu f 
macierzy kosztów W.
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ad 2.) 
Załóżmy, że bieżący cykl zawiera k wierzchołków i następnym do włączenia jest 
wierzchołek f. Badamy każdy łuk (i, j) cyklu i określamy koszt włączenia f 
między i, j, który jest równy

cij = wif + wfj – wij

Wśród k łuków cyklu wybieramy łuk (t, h) o najmniejszym koszcie cth. 
Wierzchołek f włączamy do cyklu t, h, uaktualniamy długość cyklu i wartości 
elementów w tablicy d.

Przykład  
Dana jest macierz C określająca odległość między 5 miastami:

1 2 3 4 5

1 ∞ 2 4 7 3

2 2 ∞ 4 5 7

3 8 4 ∞ 7 3

4 5 9 2 ∞ 7

5 4 8 1 4 ∞

Wybieramy wierzchołek np. 1 jako początkowy wierzchołek s.
Tablica odległości d ma postać:
d = [-, 2, 4, 7, 5];
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Pierwsza iteracja.

Największym elementem w tablicy d jest 7, odpowiadający wierzchołkowi 4. 
Trasa zostaje powiększona do (1, 4, 1), a całkowita jej długość wynosi:
dł = w14 + w41 = 7 + 5 = 12.
Modyfikujemy tablicę d, której elementy stają się równe mniejszym z 
dotychczasowych wartości i odpowiednich elementów w wierszu 4.
d = [-, 2, 2,- , 3];

Druga iteracja.

Najdalszym wierzchołkiem od bieżącej trasy jest 5 odpowiadającej największej 
liczbie w tablicy d, równej 3. Wierzchołek ten może być włączony do trasy na 
dwa sposoby:
c14 = w15 + w54 – w14 = 3 + 4 – 7 = 0;
c41 = w45 + w51 – w41 = 7 + 4 – 5 = 6;
Otrzymujemy trasę (1, 5, 4, 1) o długości dł = 12 + 0 = 12;
d = [-, 2, 1, -, -];

Trzecia iteracja

Najdalszym wierzchołkiem jest 2 a koszty jego włączenia są równe:
c15 = w12 + w25 – w15 = 2 + 7 – 3 = 6;
c54 = w52 + w24 – w54 = 8 + 5 – 4 = 9;
c41 = w42 + w21 – w41 = 9 + 2 – 5 = 6;
Otrzymujemy trasę (1, 2, 5, 4, 1) o długości dł = 12 + 6 = 18;
d = [-, -, 1, -, -];
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Czwarta iteracja

Został wierzchołek 3 a koszty jego włączenia wynoszą odpowiednio:
c12 = w13 + w32 – w12 = 6;
c25 = w23 + w35 – w25 = 0;
c54 = w53 + w34 – w54 = 4;
c41 = w43 + w31 – w41 = 5;
Wstawiamy wierzchołek 3 między 2 a 5 i otrzymujemy trasę (1, 2, 3, 5, 4, 1) 
o długości dł = 18 + 0 = 18
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