
Wprowadzenie do teorii 
symulacji
Wykład nr. 5

Temat: 

Problemy szeregowania zadań
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Problemy szeregowania zadań – znalezienie optymalnej kolejności wykonywania 
zadań na zbiorze maszyn, przy ograniczeniach nałożonych na zadania, maszyny 
i ich wzajemne relacje.

Szeregowanie sieciowe – metoda CPM polega na minimalizacji całkowitego 
czasu potrzebnego do ukończenia całego zadania składającego się z szeregu 
czynności. Problem można przedstawić w postaci grafu, gdzie wierzchołki 
symbolizują wydarzenia rozpoczęcia lub zakończenia czynności, a łuki 
reprezentują czynności. 

i j
ijt

Czynności są przypisane łukom, węzły noszą nazwę zdarzeń, ponieważ
odpowiadają momentom czasu, w których rozpoczynają się i kończą czynności.

Zadanie jest wykonane gdy wszystkie czynności są wykonane.

Model matematyczny – sieć czynności  (G,t), gdzie: G(V,E)  t-czas, 
łuki-czynności, wierzchołki-zdarzenia.

Ścieżka krytyczna – na niej suma wag jest największa i wyznacza minimalny 
czas realizacji zadania. Opóźnienie wykonania dowolnej czynności spowoduje 
opóźnienie zakończenia całego projektu.
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Przykłady :
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Algorytm CPM

Oznaczenia:

Li

i ti
Ti

gdzie:
i – nr wierzchołka
ti – najwcześniejszy możliwy moment zaistnienia zdarzenia i
Ti – najpóźniejszy dopuszczalny moment zaistnienia zdarzenia.
Li –luz zdarzeń.

Krok 1
Numeracja wierzchołków grafu:
a. przydziel wierzchołkowi swobodnemu numer i = 1 (wierzchołek swobodny to 

taki, do którego nie dochodzą żadne łuki),
b. usuń łuki łączące wierzchołki ponumerowane z pustymi,
c. wierzchołki swobodne ponumeruj kolejno i + 1, i + 2…
d. jeśli nie ponumerowano wszystkich wierzchołków to punkt b).
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Krok 2:
Obliczanie najwcześniejszych terminów zdarzeń:
a. t1 =0 zdarzenie początku zadania,
b. j=2..n  wykonaj   tj = max{ti+tij}

i∈Pj

Krok 3:
Obliczanie najpóźniejszych terminów zdarzeń:
a. Tn=tn,
b. i=n-1..1;  Ti = min{Ti+tij}

j∈ni
]Tt[t jjjj

−

∈∧ - warunek zakończenia

Krok 4. Obliczanie rezerw czasu i luzów zdarzeń:
a. rezerwa czasu dla czynności (i,j)

jeżeli r = 0 to dany łuk leży na ścieżce krytycznej,
b. Luz zdarzeń:

Ej,i ∈
∧

ijijij ttTr −−=

Vi∈
∧

Vi∈
∧

jjj tTl −=

jeżeli l = 0 to wierzchołek leży na drodze krytycznej.
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Problem szeregowania można scharakteryzować przez:

1. Zbiór n- operacji, czynności, zadań Z={Z1,Z2,…,Zn},
2. Zbiór m- maszyn, procesorów M={M1, M2,…,Mm},
3. Zbiór s- dodatkowych zasobów R={R1,R2,…,Rs}.

Szeregowanie polega na przydzieleniu maszyn ze zbioru M i zasobów ze zbioru R
do zadań ze zbioru Z z zachowaniem wszystkich ograniczeń problemu.

Parametry zadań:

pki - czas wykonywania zadania zi przez maszynę mk,
ri – chwila przybycia zadania zi,
di – żądany termin zakończenia wykonywania zadania,
wi – waga, priorytet zadania zi,
Ci – chwila zakończenia wykonywania zadania zi,
Fi – czas przepływu tj. czas przebywania zadania zi w systemie,
Li – opóźnienie Li=Ci-di,
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Przykład:

Pięć zadań o czasach wykonania p1,...,p5=6,9,4,1,4 należy uszeregować na 

trzech maszynach tak, by zakończyły się one możliwie jak najszybciej.

M 1

M 2

M 3

Z 2

9

Z 4Z 1

Z 5Z 3

Reprezentacja graficzna harmonogramu - diagram Gantta

Sposoby obsługi zadań

Procesory równoległe (każdy procesor może obsłużyć każde zadanie):

• procesory identyczne – wszystkie są jednakowo szybkie,

• procesory jednorodne – mają różne szybkości, ale stosunki czasów wykonania 

zadań są niezależne od maszyn,
• procesory dowolne – prędkości zależą od wykonywanych zadań.

Procesory dedykowane  
• zadania są podzielone na operacje (zadanie Zj zawiera operacje Oij do 

wykonania na maszynach Mi, o długościach czasowych pij). Zadanie kończy 
się wraz z wykonaniem swej najpóźniejszej operacji,

• dopuszcza się sytuację, gdy zadanie nie wykorzystuje wszystkich maszyn 
(operacje puste),
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• żadne dwie operacje tego samego zadania nie mogą wykonywać się równocześnie,
• żaden procesor nie może równocześnie pracować nad różnymi operacjami.

Trzy główne typy systemów obsługi dla maszyn dedykowanych:
• system przepływowy (flow shop) – operacje każdego zadania są wykonywane
przez procesory w tej samej kolejności wyznaczonej przez numery maszyn,

• system otwarty (open shop) – kolejność wykonania operacji w obrębie zadań
jest dowolna,

• system gniazdowy (job shop) – dla każdego zadania mamy dane 
przyporządkowanie maszyn operacjom oraz wymaganą kolejność.

Procesory dedykowane  - system otwarty (kolejność operacji dowolna).

Przykład:
Jednodniowy plan zajęć szkolnych.

Nauczyciele

Klasy

M1 M2 M3
Z1 3 2 1
Z2 3 2 2
Z3 1 1 2

M1

M2

M3

Z 2

7

Z 3

Z 1Z 1 Z 2

Z 2

Z 1

Z 1Z 3

Z 3
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Procesory dedykowane  - system przepływowy (kolejność operacji musi być
zgodna z numeracją maszyn).

Przykład:
Taśma produkcyjna

Detale

Roboty

M1 M2 M3
Z1 3 2 1
Z2 3 2 2
Z3 1 1 2

M1

M2

M3

Z 2

10 

Z 3

Z 1 Z 1
Z 2

Z 2

Z 1

Z 1 Z 3

Z 3

Zadania zależne:

• w zbiorze zadań Z można wprowadzić ograniczenia kolejnościowe w postaci
dowolnej relacji częściowego porządku. Wówczas ZipZj oznacza, że zadanie  
Zj może się zacząć wykonywać dopiero po zakończeniu Zi

• jeśli ograniczenia te nie występują, mówimy o zadaniach niezależnych (tak  
się przyjmuje domyślnie) w przeciwnym razie są one zależne. 

• relację zwykle podaje się w postaci acyklicznego digrafu o wierzchołkach z  
Z (droga z Zi do Zj oznacza, że ZipZj) z łukami przechodnimi, lub bez 
(tylko relacje nakrywania – diagram Hassego).



9

Zadania mogą być:
• niepodzielne – przerwy w wykonaniu są niedopuszczalne (domyślnie),
• podzielne – wykonanie można przerwać i podjąć ponownie, w przypadku 

maszyn równoległych nawet na innym procesorze.

Uszeregowanie zadań podzielnych na maszynach równoległych

M1

M2

M3

Z 2

9

Z 1Z 1

Z 3

Z 3

Z 3

Uszeregowanie – przydział zadań do maszyn spełniających ograniczenia:

• w każdej chwili procesor może wykonywać co najwyżej jedno zadanie,
• w każdej chwili zadanie może być obsługiwane przez co najwyżej jeden  

procesor,
• zadanie Zj wykonuje się w całości w przedziale czasu [rj,∞),
• spełnione są ograniczenia kolejnościowe,
• w przypadku zadań niepodzielnych każde zadanie wykonuje się
nieprzerwanie w pewnym domknięto–otwartym przedziale czasowym, dla zadań
podzielnych czasy wykonania tworzą skończoną sumę rozłącznych przedziałów.
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Notacja trójpolowa do opisu problemów szeregowania:

środowisko 
maszynowe

charakterystyka 
zadań

kryterium 
optymalizacji

α |  β |  γ

α może mieć postać:
• P – procesory identyczne

• Q – procesory jednorodne

• R – procesory dowolne

• O – system otwarty (open shop)

• F – system przepływowy (flow shop)

• PF – „permutacyjny” flow shop

• J – system ogólny (job shop)

Ponadto:
• po symbolu można podać liczbę maszyn 

np. O4,
• dla jednej maszyny piszemy cyfrę 1 bez  

symbolu (wtedy model nie ma znaczenia), 
• piszemy – przy braku maszyn (czynności  

bezstanowiskowe).

β puste to cechy domyślne: zadania są niepodzielne, niezależne, z rj=0, 

czasy wykonania i ewentualne wymagane terminy zakończenia dj dowolne.



11

β Możliwe wartości:
• pmtn – zadania podzielne (preemption),
• res – wymagane są dodatkowe zasoby,
• prec – zadania zależne,
• rj – występują różne wartości momentów przybycia,
• in–tree, out–tree – postaci relacji zależności kolejnościowych
(prec).

in–tree
out–tree
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Przykład:

P3|prec|Cmax – szeregowanie niepodzielnych zadań zależnych na trzech 
identycznych maszynach równoległych w celu zminimalizowania długości 
harmonogramu.

Wykorzystanie szeregowania zadań:

• harmonogramowanie produkcji przemysłowej, 
• planowanie projektów, 
• organizacja pracy, 
• plany zajęć szkolnych, spotkań i konferencji, 
• przetwarzanie procesów w wielozadaniowych systemach operacyjnych,  
• organizacja obliczeń rozproszonych.

Szeregowanie zadań na jednej maszynie – algorytm Liu

Pozwala na odnalezienie optymalnego harmonogramu dla przypadku
1 | ri, pmtn | Lmax

Krok 1:
Spośród dostępnych zadań przydziel maszynę temu, które ma najmniejszy 
wymagany termin zakończenia.

Krok 2:
Przerwij wykonywane zadanie (jeśli takie istnieje) w momencie przybycia 
nowego. Wróć do 1.
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Przykład 1

• 1|ri,pmtn|Lmax
• n=6
• Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6
• p=[2,     2,    3,     1,    2,    2  ]
• r=[0,     0,    1,     2,    3,    3  ]
• d=[2,     3,    1,     4,    5,    5  ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Z1 Z3 Z1 Z2 Z4 Z5 Z6

M1

Lmax=7

LZ1=3

LZ2=4

LZ3=3

LZ4=4

LZ5=5

LZ6=7

Zadania dostępne do wykonania Zadania zakończone

Z3Z3
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Zmodyfikowany algorytm Liu 1|pmtn,prec,rj|Lmax

Krok 1: 
Określ zmodyfikowane terminy zakończenia zadań:
dj*=min{dj, min{di:ZjpZi}}
czyli: najmniejsza wartość di spośród przypisanych do danego zadania i na 
nie oczekujących,

Krok 2:
Szereguj według Liu dla nowych dj* z wywłaszczaniem zadania, gdy pojawia 
się nowe, wolne, z mniejszym zmodyfikowanym terminem zakończenia,

Krok3: 
Powtarzaj 2 aż do uszeregowania wszystkich zadań.

Przykład:

N=7
Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7

pi = [ 3, 2, 2, 1, 4, 1, 2]
dj = [ 4, 6, 8,15,10,20,25]
rj = [ 0, 4, 2, 5, 6,15,13]

Z1 Z3 Z5

Z2 Z4 Z6

Z7
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SYSTEM PRZEPŁYWOWY –operacje każdego zadania są wykonywane przez procesy 
w tej samej kolejności wyznaczonej przez numery maszyn np. taśma produkcyjna.
Algorytm Johnsona - możemy wykorzystać do szeregowania n zadań na 2 lub 
3 maszynach.

Oznaczenia problemu:
F2||Cmax - F-system przepływowy
2- dostępne 2 maszyny 
Cmax- zminimalizowany czas wykonania zadania

F3||Cmax - F-system przepływowy
3- dostępne 3 maszyny 
Cmax- zminimalizowany czas wykonania zadania

ALGORYTM JOHNSONA dla 2 maszyn M1 oraz M2

KROK 1: 
Podziel zadania na 2 zbiory N1 oraz N2
N1={Zj: p1j<p2j}
N2={Zj:p1j>=p2j}

KROK 2: 
Uporządkuj zbiory N1 rosnąco według zmiennej p1j, natomiast N2 malejąco 
według zmiennej p2j.

KROK 3: 
Scal zbiory N1 oraz N2 w jeden zbiór N i w kolejności ze zbioru N 
przydziel zadania do maszyn. 
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ALGORYTM JOHNSONA dla 3 maszyn M1,M2 oraz M3

Sprawdź czy czasy zadań na maszynie M2 są zdominowane. Jeśli nie są - zadania 
nie da się rozwiązać przy pomocy tego algorytmu. Jeśli są zdominowane 
wykonuj KROK 1

KROK 1:
Wyznacz czasy tij: { t1j=p1j+p2j; t2j=p2j+p3j}

KROK 2:
Podziel zadania na 2 zbiory N1 oraz N2
N1={Zj: t1j<t2j}
N2={Zj:t1j>=t2j}

KROK 3:
Uporządkuj zbiory N1 rosnąco według zmiennej t1j, natomiast N2 malejąco 
według zmiennej t2j.

KROK 4: 
Scal zbiory N1 oraz N2 w jeden zbiór N i w kolejności ze zbioru N przydziel 
zadania do maszyn. 
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PRZYKŁAD:

Uszeregowanie zadań Z1,Z2,Z3,Z4,Z5 na 3 maszynach M1,M2,M3 za pomocą algorytmu 
Johnsona:

Z1  Z2 Z3 Z4 Z5
M1 1 4 2 2 6
M2 2 2 1 3 4
M3 3 4 3 5 5

M1

M2

M3

0       2 3         6         9                14 15        20  24

Z3

Z3

Z3

Z1

Z1

Z1

Z2

Z5

Z5

Z5

Z4

Z4

Z4 Z2

Z2
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SZEREGOWANIE ZADAŃ W SYSTEMIE PRZEPŁYWOWYM metodą podziału i ograniczeń

F||Cmax rozwiązanie to wyznaczenie permutacji n zadań określających kolejność
wykonywania ich na poszczególnych maszynach.

Budowa drzewa

Z węzła początkowego O wyprowadzamy n krawędzi odpowiadających n 
możliwościom wystąpienia każdego zadania na pierwszym miejscu w szukanej 
sekwencji. Z każdym n-pierwszych wierzchołków związane będzie (n-1) 
pozostałych zadań, które mogą znaleźć się na drugim miejscu szukanej sekwencji.
Z każdym wierzchołkiem k-tego poziomu drzewa rozwiązań jest związane 
uszeregowanie częściowe:
R=[j1,j2,...,jk] k – ilość uporządkowanych zadań,
S=[1,…,n]\[j1,j2,...,jk] pozostały podzbiór.

Dolne ograniczenie

LBCmax- dolne oszacowanie minimalnej długości C*max pełnego uszeregowania,
które można otrzymać z danego uszeregowania częściowego. Rozpatrujemy tylko
te wierzchołki, które mają najmniejszą wartość LBCmax
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Dla przykładu wartość LBCmax przedstawia wzór poniżej:
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