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Metody i modele analizy 
systemów sieci kolejkowych
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Teoria kolejek służy do analizy systemów obsługi masowej, a w szczególności do 
symulacji układów zdarzeń dyskretnych.

Zdarzenia dyskretne – po zajściu zdarzenia i związanej z nim odpowiedniej 
rejestracji zmian systemu, symulowany czas zostaje przesunięty do chwili 
zajścia kolejnego zdarzenia i proces obliczenia ulega powtórzeniu.

Pojęcia podstawowe:

• zgłoszenie - żądanie spełnienia przez system określonej czynności, przy czym 
zgłoszenie jest utożsamione z jego nośnikiem. Zamiast mówić: klient, 
pasażer, abonent stoi w kolejce lub oczekuje na obsługę, mówimy, 
zgłoszenie stoi w kolejce lub oczekuje na obsługę.

• obsługa, urządzenie obsługi, system obsługi. Pojęcie obsługa oznacza 
spełnienie jakiejś określonej potrzeby. Środki umożliwiające obsługę
zgłoszeń (człowiek, urządzenie, automat) nazywamy urządzeniami obsługującymi,
stanowiskami obsługi lub kanałami obsługi.
System obsługi – zbiór identycznych urządzeń obsługujących.

• strumień zgłoszeń - ciąg zdarzeń losowych związanych z procesem przybywania 
zgłoszeń do systemu lub też z procesem obsługi.
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W ogólnej postaci każdy system kolejkowy można przedstawić za pomocą schematu 
blokowego: 

Na wejściu systemu pojawia się ciąg zgłoszeń wymagających obsługi, nazywany 
strumieniem wejściowym. Zgłoszenia pojawiające się w systemie są kierowane 
bezpośrednio do obsługi w przypadku wolnych kanałów lub też gromadzone 
w poczekalni, gdzie oczekują na zwolnienie kanału obsługi. Strumień zgłoszeń
uzyskany na wyjściu systemu nosi nazwę strumienia wyjściowego, przy czym 
strumień wyjściowy może zawierać zgłoszenia zarówno obsłużone, jak i nie 
obsłużone, tzn. takie, które zrezygnowały ze spełnienia swoich zapotrzebowań
w rozważanym systemie.
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Podstawowe wielkości charakteryzujące systemy kolejkowe:

1. Nasycenie systemu kolejkowego

System kolejkowy powinien obsługiwać zgłaszające się obiekty z prędkością
większą niż ich przybywanie. Natężenie strumienia zgłoszeń, jak i prędkość
obsługi podlegają przypadkowym wahaniom. Istnieją przedziały czasu, w których 
przybywa więcej zgłoszeń niż może być jednocześnie obsłużonych i część z nich 
(jeśli jest to możliwe) musi czekać na obsługę. Zgłoszenia te tworzą kolejkę.

Nasycenie systemu kolejkowego można opisać za pomocą trzech charakterystyk:
• strumienia zgłoszeń, 
• procesu obsługi, 
• regulaminu (dyscypliny) kolejki.

W prostych przypadkach statystyczne własności strumienia zgłoszeń i procesu 
obsługi są stacjonarne (niezależne od czasu). Często jednak mamy do czynienia 
z procesami niestacjonarnymi. Na przykład natężenie strumienia zgłoszeń może 
zależeć od pory dnia lub też prędkość obsługi może być funkcją długości 
kolejki itp.

2. Strumień zgłoszeń

Strumień zgłoszeń jest statystycznym opisem procesu przybywania zgłoszeń
do systemu obsługi. Jest on zazwyczaj opisywany przy pomocy funkcji
rozkładu odstępów czasu (interwałów) między kolejnymi zgłoszeniami.
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Jeśli strumień zgłoszeń nie wykazuje zmienności, interwał ten jest stały, 
a strumień posiada charakter deterministyczny. Gdy zgłoszenia są losowe, 
interwał jest zmienną losową i należy określić jego funkcję rozkładu.
Przyjmując oznaczenia
ta - średnia długość interwału pomiędzy dwoma sąsiadującymi zgłoszeniami, 
λ - średnie natężenie strumienia zgłoszeń,
wówczas zależność między tymi wielkościami ma postać:

at
1

=λ

Do opisu własności strumienia zgłoszeń stosuje się funkcję rozkładu B(t) 
określającą prawdopodobieństwo tego, że interwał ten jest większy od pewnej 
wartości i, czyli:
B(t)=1-F(t)
gdzie dystrybuanta F(t) jest prawdopodobieństwem, że interwał jest mniejszy od t.

Podstawowym warunkiem, który musi być spełniony, aby można było stosować
metody analityczne, jest założenie, że strumień zgłoszeń jest strumieniem 
prostym, tzn. jest stacjonarny, bez pamięci i pojedynczy.

Stacjonarność strumienia zgłoszeń oznacza, że dla dowolnej grupy ze skończonej 
liczby nie zachodzących na siebie przedziałów czasu, prawdopodobieństwo 
pojawienia się w nich odpowiednio k1, k2,. .., kn zgłoszeń zależy tylko od 
wymienionych liczb i od długości odpowiednich przedziałów czasu, nie zależy 
natomiast od ich położenia na osi czasu. W szczególności prawdopodobieństwo 
pojawienia się k zgłoszeń w przedziale czasu (t,t + τ) nie zależy od t, a jest 
jedynie funkcją zmiennych k oraz τ.
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Brak pamięci polega na tym, że prawdopodobieństwo wystąpienia k zgłoszeń
w przedziale czasu (t,t + τ) nie zależy od tego, ile zgłoszeń i w jaki sposób 
wystąpiło do tego okresu czasu. Oznacza to, że warunkowe prawdopodobieństwo 
wystąpienia k zgłoszeń w przedziale czasu (t, t + τ), obliczone przy dowolnym 
założeniu o wystąpieniu zgłoszeń do tego okresu czasu, jest takie samo jak 
bezwarunkowe prawdopodobieństwo tego zdarzenia.

Pojedynczość wyraża warunek praktycznej niemożności pojawienia się dwóch lub 
więcej zgłoszeń w tym samym momencie. Rozkład dyskretny, zwany rozkładem 
Poissona, posiada wszystkie własności strumienia prostego. Rozkład ten 
znajduje szerokie zastosowanie w teorii kolejek, gdyż pozwala w wielu 
przypadkach uzyskać rozwiązania analityczne.

3. Proces obsługi opisuje proces realizacji obsługi zgłoszeń. Jest określany 
przez dwa parametry:
• czas obsługi – czas wymagany do obsługi jednego zgłoszenia,
• krotność systemu obsługi – oznacza liczbę zgłoszeń, które mogą być

jednocześnie obsługiwane. Przykładowo system obsługi o krotności m nazywa 
się m- kanałowym systemem obsługi.

Często zdarza się, że czas obsługi zgłoszenia w systemie nie jest stały. 
Jeżeli podlega on stochastycznym wahaniom, to musi być opisany przy pomocy 
odpowiedniej funkcji rozkładu:
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• Rozkład regularny

gdzie a – stała dodatnia,
Rozkład ten odpowiada przypadkowi, w którym odstępy między kolejnymi 
zgłoszeniami lub czas obsługi ma wartość stałą równą a.

gdzie λ stała dodatnia,
W tym przypadku odstęp między kolejnymi zgłoszeniami lub czas obsługi jest 
losowy i jego średnia wynosi 1/ λ

gdzie 

dla k=1 rozkład wykładniczy,
k->inf rozkład regularny.

• Rozkład wykładniczy

• Rozkład Erlanga

- funkcja Eulera
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4. Regulamin kolejki – sposób obsługi kolejki, określa metodę wybierania 
następnego zgłoszenia z poczekalni do obsługi. Istnieje kilka sposobów 
wyboru zgłoszeń do obsługi:

• FIFO (ang. First-In, First-Out). Jako pierwsze do obsługi kieruje się
zgłoszenia najdłużej oczekujące w kolejce.

• LIFO (ang.  Last-In, First-Out). Jako pierwsze do obsługi kieruje się
zgłoszenie które przybyło jako ostatnie. Taki sposób obsługi kolejki 
odwzorowuje np. wysiadanie pasażerów z windy.

• RSS (ang. Randon Selection for Service). Jako następne do obsługi wybiera 
się zgłoszenie w drodze losowania (uporządkowanie przypadkowe). 
Bez dodatkowych założeń oznacza to, że wybór każdego zgłoszenia z kolejki 
jest równie prawdopodobny.

• RR (ang. Round-Robin) stosowana często do opisu systemów informatycznych. 
Polega na tym, że traktuje zgłoszenia (programy w systemach informatycznych) 
według regulaminu FIFO, ale obsługa jest przerywana na końcu przedziału 
czasu Q zwanego quantum (ang. time slice). Jeśli obsługa nie została 
zakończona przed upływem tego czasu, zgłoszenie zajmuje miejsce w poczekalni 
z prawdopodobieństwem σ lub opuszcza system w przypadku zakończenia obsługi 
z prawdopodobieństwem 1 - σ. W celu uproszczenia opisu rozważa się czasy 
obsługi będące wielokrotnością Q. 
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Klasyfikacja systemów kolejkowych

System kolejkowy jest zadany, jeśli określone są elementy, które w sposób 
istotny wpływają na główne parametry charakteryzujące jego pracę, tym samym 
na jego funkcjonowanie. Ponieważ każdy z tych elementów może mieć dowolny 
charakter, istnieją możliwości wystąpienia dużej różnorodności systemów 
kolejkowych. Dlatego też, w sposób naturalny powstała konieczność
uporządkowania tych systemów i ich klasyfikacji.

W charakterze cech klasyfikacyjnych można przyjąć różne wielkości 
określające system obsługi: 

• dyscyplinę kolejki, 
• typ rozkładu wejściowego strumienia zgłoszeń, 
• typ rozkładu czasów obsługi, 
• liczbę kanałów obsługi, 
• liczbę faz obsługi. 
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Klasyfikacja według D. Kendalla
Matematyk i statystyk angielski D. Kendall zaproponował prostą symbolikę, 
w której system kolejkowy oznaczono w następujący sposób:
X/Y/m, 
gdzie:
X - symbol rozkładu wejściowego strumienia zgłoszeń,
Y - symbol rozkładu czasów obsługi zgłoszeń,
m - ilość kanałów obsługi.

Dla oznaczenia typu rozkładów strumienia wejściowego oraz czasów obsługi 
przyjęto następujące symbole:
D - strumień zdeterminowany lub regularny,
M - wykładniczy rozkład czasów obsługi lub odstępów czasu pomiędzy sąsiednimi 

zgłoszeniami, tzn. poissonowski rozkład przybyć,
Ek - rozkład Erlanga k-tego rzędu, który może wystąpić zarówno po stronie 

urządzeń obsługujących, jak i po stronie zgłoszeń,
Hr - rozkład hiperwykładniczy rzędu r,
GI - strumień ogólnego typu, dowolny i niezależny, 
G - strumień o dowolnym rozkładzie czasów obsługi.

Zgodnie z tą symboliką, np. kod M/M/1 oznacza system kolejkowy jednokanałowy, 
dla którego strumień wejściowy zgłoszeń jest opisany rozkładem Poissona, 
a czas obsługi podlega rozkładowi wykładniczemu. 
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Kod M/Ek/3 oznacza system z wykładniczym rozkładem czasów pomiędzy 
zgłoszeniami (strumień zgłoszeń Poissona) i erlangowskim rozkładem czasów 
obsługi rzędu k. System ten zawiera trzy równolegle kanały obsługi. 

Kod GI/G/m oznacza  system obsługi z m-kanałami, dowolnym 
i niezależnym rozkładem strumienia zgłoszeń i czasów obsługi 
(interwały czasu między momentami wystąpienia zgłoszeń są niezależne
i posiadają ten sam dowolny rozkład). 

Klasyfikacja według A. M. Lee
Dążąc do wyeliminowania tych niedogodności, specjalista z teorii kolejek 
A. M. Lee zaproponował rozszerzenie kodu uwzględniającego czynniki:
X/Y/m/d/l,
gdzie X, Y, m mają analogiczne znaczenie jak w symbolice Kendalla, 
natomiast d stanowi kod przyjętej dyscypliny kolejki, a l oznacza rozmiar 
systemu, tzn. maksymalną ilość zgłoszeń mogących pomieścić się w systemie 
(w kanałach obsługi i w poczekalni).

Niedostatkiem zaprezentowanego sposobu kodowania jest to, że kod ten odnosi 
się tylko do jednofazowych systemów obsługi i nie zawiera informacji
o istnieniu lub braku ograniczeń nałożonych na ilość zgłoszeń przebywających 
w systemie, a także nie pokazuje przyjętego sposobu likwidacji kolejki, 
tzn. dyscypliny kolejki. Elementy te odgrywają istotną rolę w pracy systemu 
kolejkowego.

Kod M/M/2/FIFO/∞ oznacza system poissonowski zawierający dwa kanały obsługi 
pracujące według reguły FIFO. z nieskończoną ilością miejsc w poczekalni. 
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Niech N(t) oznacza liczbę zadań znajdujących się w systemie w danej chwili to:
N(t) = a(t) – d(t)
gdzie:
a(t) – liczba zadań, które zgłosiły się w przedziale czasu (0,t),
d(t) – liczba zadań, których obsługa została zakończona,

Czas przebywania zadania w systemie:
si = wi + xi
gdzie:
wi - czas w kolejce w oczekiwaniu na obsługę,
xi – czas na stanowisku obsługi,  

Pole powierzchni między krzywymi a(t) i d(t) oznacza sumaryczny czas jaki 
zadania spędziły w systemie w przedziale czasu (0,t)  
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Jednym z podstawowych parametrów charakteryzujących system obsługi masowej 
jest współczynnik wykorzystania 

gdzie:
λ – intensywność zgłoszeń,
μ – intensywność obsługi,

a) układ zmierza do stanu równowagi, kolejka ma stałą długość w określonej 
jednostce czasu,

b)    układ jest nie stabilny a prawdopodobieństwo długości kolejki rośnie.

Występują dwa przypadki:
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