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Teoria kolejek situzy do analizy systemé4w obsitugi masowej, a w szczegdlnosci do
symulacji uktaddédw zdarzen dyskretnych.

Zdarzenia dyskretne - po zajsciu zdarzenia i zwiazanej z nim odpowiedniej
rejestrac]ji zmian systemu, symulowany czas zostaje przesuniety do chwili
zajscia kolejnego zdarzenia i proces obliczenia ulega powtdérzeniu.

Pojecia podstawowe:

e zgtoszenie - zadanie speinienia przez system okreslonej czynnosci, przy czym
zgtoszenie jest utozsamione z jego nosnikiem. Zamiast méwié: klient,
pasazer, abonent stoi w kolejce lub oczekuje na obstuge, méwimy,
zgtoszenie stoi w kolejce lub oczekuje na obsituge.

e obstuga, urzadzenie obstugi, system obsiugi. Pojecie obsiuga oznacza
spelnienie jakiejs okreslonej potrzeby. Srodki umozliwiajace obstuge
zgtoszen (cziowiek, urzadzenie, automat) nazywamy urzadzeniami obsitugujacymi,
stanowiskami obsiugi lub kanatami obsitugi.

System obstugi - zbidér identycznych urzadzen obsitugujacych.

e strumien zgtoszen - ciag zdarzen losowych zwiazanych z procesem przybywania

zgtoszen do systemu lub tez z procesem obsitugi.
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W ogdélnej postaci kazdy system kolejkowy mozna przedstawié za pomoca schematu
~ blokowego:
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Na wejsciu systemu pojawia sie ciag zgloszen wymagajacych obstugi, nazywany
strumieniem wejsciowym. Zgloszenia pojawiajace sie w systemie sa kierowane
bezposrednio do obsitugi w przypadku wolnych kanaitéw lub tez gromadzone

w poczekalni, gdzie oczekuja na zwolnienie kanaltu obstugi. Strumien zgtoszen
uzyskany na wyjsciu systemu nosi nazwe strumienia wyjsciowego, przy czym
strumien wyjsSciowy moze zawieraé¢ zgtoszenia zardédwno obstuzone, jak i nie
obstuzone, tzn. takie, ktdére zrezygnowalty ze speitnienia swoich zapotrzebowan
W rozwazanym systemie.
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Podstawowe wielkosci charakteryzujace systemy kolejkowe:

1. Nasycenie systemu kolejkowego

System kolejkowy powinien obsiugiwaé¢ zglaszajace sie obiekty z predkosciag
wieksza niz ich przybywanie. Natezenie strumienia zgtoszen, jak i predkosé
obstugi podlegaja przypadkowym wahaniom. Istnieja przedziaty czasu, w ktérych
przybywa wiecej zgtoszen niz moze by¢ jednoczesnie obstuzonych i czesé z nich
(jesli jest to mozliwe) musi czekaé¢ na obsituge. Zgtoszenia te tworza kolejke.

Nasycenie systemu kolejkowego mozna opisaé¢ za pomoca trzech charakterystyk:
e strumienia zgtoszen,

e procesu obstugi,

e regulaminu (dyscypliny) kolejki.

W prostych przypadkach statystyczne wltasnosci strumienia zgtoszen i procesu
obstugi sa stacjonarne (niezalezne od czasu). Czesto jednak mamy do czynienia
z procesami niestacjonarnymi. Na przykiad natezenie strumienia zgtoszen moze
zalezeé¢ od pory dnia lub tez predkosé obsiugi moze byé¢ funkcja diugosci
kolejki itp.

2. Strumien zgtoszen

Strumien zgloszen jest statystycznym opisem procesu przybywania zgtoszen
do systemu obsiugi. Jest on zazwycza]j opisywany przy pomocy funkcji
rozktadu odstepdéw czasu (interwaitédw) miedzy kolejnymi zgioszeniamimws
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Jesli strumien zgtoszen nie wykazuje zmiennosci, interwat ten jest staty,
'a strumien posiada charakter deterministyczny. Gdy zgioszenia sa losowe,
interwat jest zmienna losowa i nalezy okreslié¢ jego funkcje rozkiadu.

Przyjmujac oznaczenia

ta - Srednia diugosé¢ interwalu pomiedzy dwoma sasiadujacymi zgioszeniami,
A - Srednie natezenie strumienia zgtoszen,

woéwczas zaleznos¢ miedzy tymi wielkosciami ma postac:

Do opisu wtasnosci strumienia zgloszen stosuje sie funkcje rozkitadu B(t)
okreslajaca prawdopodobienstwo tego, ze interwal ten jest wiekszy od pewnej
wartosci i, czyli:

B(t)=1-F(t)

gdzie dystrybuanta F(t) jest prawdopodobienstwem, ze interwat jest mniejszy od ¢t.

Podstawowym warunkiem, ktéry musi by¢é speiniony, aby mozna byto stosowacé
metody analityczne, jest zaltozenie, ze strumien zgtoszen jest strumieniem
prostym, tzn. jest stacjonarny, bez pamieci i pojedynczy.

Stacjonarnosé strumienia zgtoszen oznacza, ze dla dowolnej grupy ze skonczonej
liczby nie zachodzacych na siebie przedzia1éw czasu, prawdopodobienstwo
pojawienia sie w nich odpowiednio k1, k2,. .., kn zgtoszen zalezy tylko od
wymienionych liczb i od diugosci odpowiednich przedziaidéw czasu, nie zalezy
natomiast od ich polozenia na osi czasu. W szczegbélnosci prawdopodobienstwo
pojawienia sie k zgloszen w przedziale czasu (t,t + 1) nie zalezy od t, a jest
jedynie funkcja zmiennych k oraz t.
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Brak pamieci polega na tym, ze prawdopodobienstwo wystapienia k zgtoszen

'w przedziale czasu (t,t + 1) nie zalezy od tego, ile zgloszen i w jaki sposéb
wystapito do tego okresu czasu. Oznacza to, zZe warunkowe prawdopodobienstwo
wystapienia k zgtoszen w przedziale czasu (t, t + 1), obliczone przy dowolnym
zatozeniu o wystapieniu zgtoszen do tego okresu czasu, jest takie samo jak

- bezwarunkowe prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

Pojedynczos¢é wyraza warunek praktycznej niemoznosci pojawienia sie dwéch lub
wiecej zgtoszen w tym samym momencie. Rozklad dyskretny, zwany rozktadem
Poissona, posiada wszystkie wlasnosci strumienia prostego. Rozklad ten
znajduje szerokie zastosowanie w teorii kolejek, gdyz pozwala w wielu
przypadkach uzyskaé¢ rozwigzania analityczne.

3. Proces obstugi opisuje proces realizacji obsitugi zgloszen. Jest okreslany

przez dwa parametry:

e czas obstugi - czas wymagany do obsitugi jednego zgioszenia,

e krotnosé¢é systemu obsitugi — oznacza liczbe zgtoszen, ktére moga byé
jednoczesnie obsitugiwane. Przyktadowo system obsitugi o krotnosci m nazywa
sie m- kanatowym systemem obsitugi.

Czesto zdarza sie, ze czas obsiugi zgitoszenia w systemie nie jest staty.

Jezeli podlega on stochastycznym wahaniom, to musi byé¢ opisany przy pomocy
odpowiedniej funkcji rozkitadu:
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. * Rozklad regularny

0 dla x<a
F(x) =
1dlax=a

gdzie a - stala dodatnia,
Rozklad ten odpowiada przypadkowi, w ktdorym odst¢py mig¢dzy kolejnymi
zgloszeniami lub czas obsluigi ma wartos$¢ stalg réwna a.

e Rozktad wykladniczy
F(x) =1-e™

gdzie A stala dodatnia,
W tym przypadku odst¢p mig¢dzy kolejnymi zgloszeniami lub czas obslugi jest
losowy i jego Srednia wynosi 1/ A

e Rozklad Erlanga
F(x) = j f(t)dt
0

gdzie
k oo}
f(x)=0”L)x"‘1e‘“"‘ F(k):jx“‘le"‘dx - funkcja Eulera
I'(k) 0

dla k=1 rozklad wykladniczy,
k->inf rozklad regularny.
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4. Regulamin kolejki - sposéb obstugi kolejki, okresla metode wybierania
nastepnego zgtoszenia z poczekalni do obstugi. Istnieje kilka sposobdw
wyboru zgtoszen do obsitugi:

e FIFO (ang. First-In, First-Out). Jako pierwsze do obsitugi kieruje sie
zgtoszenia najdiuze]j oczekujace w kolejce.

e LIFO (ang. Last-In, First-Out). Jako pierwsze do obsitugi kieruje sie
zgtoszenie ktére przybylo jako ostatnie. Taki sposdb obsitugi kolejki
odwzorowuje np. wysiadanie pasazerdéw z windy.

e RSS (ang. Randon Selection for Service). Jako nastepne do obsitugi wybiera
sie zgtoszenie w drodze losowania (uporzadkowanie przypadkowe) .
Bez dodatkowych zatozen oznacza to, ze wybdér kazdego zgtoszenia z kolejki
jest réwnie prawdopodobny.

* RR (ang. Round-Robin) stosowana czesto do opisu systeméw informatycznych.
Polega na tym, ze traktuje zgtoszenia (programy w systemach informatycznych)
wedlug regulaminu FIFO, ale obsiuga jest przerywana na koncu przedziaiu
czasu Q zwanego quantum (ang. time slice). Jesli obsituga nie zostata
zakonczona przed upiywem tego czasu, zgloszenie zajmuje miejsce w poczekalni
z prawdopodobienstwem o lub opuszcza system w przypadku zakonczenia obsitugi
z prawdopodobienstwem 1 - o. W celu uproszczenia opisu rozwaza sie czasy
obstugi bedace wielokrotnoscia Q.
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Natychmiastowy powrét kolejki
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Klasyfikacja systeméw kolejkowych

System kolejkowy jest zadany, jesli okreslone sa elementy, ktére w sposdb
istotny wpiywaja na gidéwne parametry charakteryzujace jego prace, tym samym
na jego funkcjonowanie. Poniewaz kazdy z tych elementéw moze mieé dowolny
charakter, istnieja mozliwosci wystapienia duzej réznorodnosci systeméw
kolejkowych. Dlatego tez, w sposdéb naturalny powstata koniecznosé
uporzadkowania tych systeméw i ich klasyfikacji.

W charakterze cech klasyfikacyjnych mozna przyja¢ rézne wielkosci
okreslajace system obstugi:

e dyscypline kolejki,

e typ rozkitadu wejsciowego strumienia zgtoszen,
e typ rozkitadu czaséw obsitugi,

e liczbe kanatdéw obsitugi,

e liczbe faz obsitugi.
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Klasyfikacja wediug D. Kendalla
Matematyk i1 statystyk angielski D. Kendall zaproponowal prosta symbolike,
w ktérej system kolejkowy oznaczono w nastepujacy sposéb:
X/Y¥/m,
gdzie:
' X - symbol rozktadu wejsciowego strumienia zgloszen,
Y - symbol rozkitadu czasdéw obstugi zgtoszen,
m - ilos¢é kanaitdéw obsitugi.

Dla oznaczenia typu rozkitaddéw strumienia wejsciowego oraz czasdé4w obsitugi

przyjeto nastepujace symbole:

D - strumien zdeterminowany lub regularny,

M - wyktadniczy rozkiad czaséw obsitugi lub odstepdéw czasu pomiedzy sasiednimi
zgtoszeniami, tzn. poissonowski rozkitad przybyé¢,

Ek - rozktad Erlanga k-tego rzedu, ktéry moze wystapié zardé4wno po stronie
urzadzen obsitugujacych, jak i po stronie zgtoszen,

Hr - rozktad hiperwykitadniczy rzedu r,

GI - strumien ogdélnego typu, dowolny i niezalezny,

G - strumien o dowolnym rozktadzie czaséw obsitugi.

Zgodnie z ta symbolika, np. kod M/M/1 oznacza system kolejkowy jednokanalowy,
dla ktérego strumien wejsciowy zgtoszen jest opisany rozkitadem Poissona,
a czas obsitugi podlega rozkitadowi wykitadniczemu.
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Kod M/Ek/3 oznacza system z wykladniczym rozktadem czasdéw pomiedzy
zgtoszeniami (strumien zgtoszen Poissona) i erlangowskim rozktadem czaséow
obstugi rzedu k. System ten zawiera trzy réwnolegle kanaty obsitugi.

Kod GI/G/m oznacza system obslugi z m-kanatami, dowolnym

' i niezaleznym rozktadem strumienia zgloszen i czasdédw obsitugi
(interwaty czasu miedzy momentami wystapienia zgloszen sa niezalezne
i posiadaja ten sam dowolny rozktad).

Niedostatkiem zaprezentowanego sposobu kodowania jest to, ze kod ten odnosi

sie tylko do jednofazowych systeméw obstugi i nie zawiera informacji

o istnieniu lub braku ograniczen natozonych na ilos$é¢ zgloszen przebywajacych
w systemie, a takze nie pokazuje przyjetego sposobu likwidacji kolejki,

tzn. dyscypliny kolejki. Elementy te odgrywaja istotna role w pracy systemu

kolejkowego.

Klasyfikacja wediug A. M. Lee

Dazac do wyeliminowania tych niedogodnosci, specjalista z teorii kolejek

A. M. Lee zaproponowal rozszerzenie kodu uwzgledniajacego czynniki:
X/Y¥/m/d/1,

gdzie X, Y, m maja analogiczne znaczenie jak w symbolice Kendalla,
natomiast d stanowi kod przyjetej dyscypliny kolejki, a 1 oznacza rozmiar
systemu, tzn. maksymalng ilos¢é zgtoszen mogacych pomiesci¢ sie w systemie
(w kanatach obsitugi i w poczekalni).

Kod M/M/2/FIFO/~ oznacza system poissonowski zawierajacy dwa kanaty obsitugi
pracujace wediug reguiy FIFO. z nieskonczonag iloscia miejsc w poczekalni.

"Wprowadzenie do teorii synmiacji”



Informatyka Stosowana

‘Niech N(t) oznacza liczbe zadan znajdujacych sie w systemie w dane]j chwili to:
'N(t) = a(t) - d(t)

gdzie:

a(t) - liczba zadan, ktére zgtosity sie w przedziale czasu (0,t),

d(t) - liczba zadan, ktérych obsituga zostata zakonczona,

Czas przebywania zadania w systemie:

si = wi + x1i

gdzie:

wi - czas w kolejce w oczekiwaniu na obsituge,
xi - czas na stanowisku obsitugi,

A liczba zadah

—_
[=]
"

N W A OO o N ®© ©

-

t
Pole powierzchni miedzy krzywymi a(t) i d(t) oznacza sumaryczny czas jaki
zadania spedzity w systemie w przedziale czasu (0,t)

"Wprowadzenie do teorii synmiacji”



Informatyka Stosowana

. Jednym z podstawowych parametréw charakteryzujjgcych system obslugi masowe]j
jest wspdlczynnik wykorzystania

A
p=—
dzie: H

A — intensywno$¢ zgloszen,
p - intensywno$¢ obslugi,

Wystepuja dwa przypadki:

a)’“zl“l uklad zmierza do stanu réwnowagi, kolejka ma stalg dlugo$¢ w okreslonej
jednostce czasu,

b)A<p uklad jest nie stabilny a prawdopodobienstwo dlugosci kolejki rosnie.
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