
Wprowadzenie do teorii 
symulacji
Wykład nr. 7

Temat: 
Elementy teorii gier
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Teoria gier jest to matematyczna teoria rozwiązywania sytuacji 
konfliktowych bądź współpracy, w których wynik uzyskany przez jedną
osobę zależy także od decyzji podejmowanych przez inne. Teoria gier nie 
bada przyczyn ani genezy konfliktów - interesują ją tylko optymalne ich 
rozwiązania.

Podstawowe definicje i założenia

• gra pewien sformalizowany model sytuacji konfliktowej,
• gracz oznacza pojedynczą osobę lub grupę osób tworzących koalicję

(działających wspólnie, we wspólnym interesie). 

Aby daną sytuację rozpatrywać z punktu widzenia teorii gier należy przyjąć
pewne założenia odnośnie gry i stron konfliktu:

• istnieje co najmniej dwóch graczy,
• każdy z graczy posiada przynajmniej dwie strategie czyli drogi 

postępowania, 
• w wyniku każdej gry każdy z graczy otrzymuje pewną wygraną zależy od  

strategii zastosowanych przez wszystkich graczy,

Typy gier

Gry można dzielić według wielu kryteriów:

• ilość graczy,
• kooperacja między graczami,
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• charakter gry,
• dostępna informacja,
• gry strategiczne i gry ekstensywne,

Gry o sumie zerowej

Z grami o sumie zerowej mamy do czynienia wszędzie tam, gdzie interesy 
graczy są dokładnie przeciwstawne, czyli tam, gdzie zysk jednego gracza 
jest równy przegranej drugiego. Gry te służą więc do modelowania sytuacji 
czystego konfliktu, w których nie ma mowy o współpracy między graczami, 
ze względu na wyraźną sprzeczność ich interesów.

Macierz wypłat

Gry o sumie zerowej najłatwiej jest przedstawić w postaci macierzy wypłat. 
Tak przedstawioną grę nazywamy grą w postaci normalnej. Macierz wypłat 
zawiera wartości wypłat dla wszystkich możliwych kombinacji strategii obu 
graczy.

B1 B2 B3

A1 5,-5 -3,3 4,-4

A2 2,-2 -7,7 -6,6

Przedstawia ona wszystkie możliwe wypłaty gry, w 
której gracz A dysponuje dwoma strategiami (A1, 
A2), a gracz B trzema (B1, B2, B3). Na przecięciu 
poszczególnych strategii graczy A i B wpisana 
jest wypłata. Pierwsza z liczb oznacza wypłatę
dla gracza A, druga dla gracza B.Zapis uproszczony

B1 B2 B3

A1 5 -3 4

A2 2 -7 -6

Liczby dodatnie w tej macierzy oznaczają ilość
pieniędzy jaką otrzyma gracz A w wyniku 
rozgrywki. Jest to zarazem wielkość przegranej 
gracza B.
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Sposoby rozwiązania:
1. gry 2x2

• istnieje punkt siodłowy   

B1 B2

A1 6 3 3

A2 5 1 1

6 3 3=3

Algorytm:
Krok 1: Należy z wierszy wybrać element  minimalny a następnie z otrzymanych  

elementów należy wybrać element maksymalny.
Krok 2: Należy z kolumn wybrać element maksymalny a następnie z otrzymanych    

elementów należy wybrać element minimalny.

Przykład: 

Cena gry wynosi 3, najlepsza strategia dla gracza
A to strategia A1, natomiast dla gracza B to B2.

• brak punktu siodłowego

Należy określić strategie mieszane:
Gracz A 
Należy odjąć od liczb pierwszej kolumny liczby drugiej kolumny. Bezwzględna
wartość pierwszej z liczb określa częstotliwość stosowania strategii A2,
natomiast bezwzględna wartość drugiej z liczb określa częstotliwość
stosowania strategii A1. 
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Gracz B
Należy odjąć od liczb pierwszego wiersza liczby drugiego wiersza. 
Bezwzględna wartość pierwszej z liczb określa częstotliwość stosowania 
strategii B2, natomiast bezwzględna wartość drugiej z liczb określa 
częstotliwość stosowania strategii B1.

Przykład:

B1 B2

A1 7 3 A2:|7-3|=4

A2 2 11 A1:|2-11|=9

B2:|7-2|=5 B1:|3-11|=8

Gracz A powinien stosować strategie mieszaną w stosunku 9/4
Gracz B powinien stosować strategie mieszaną w stosunku 8/5
Cena gry – wypłata jaką może uzyskać gracz, przy założeniu, że zarówno on jak
jak i jego przeciwnik grają najlepiej jak to jest możliwe.

Gracz A przeciw strategii B1
E=[f(A1)*(A1,B1)+f(A2)*(A2,B1)]/[f(A1)+f(A2)]=71/13
Gracz A przeciw strategii B2
E=[f(A1)*(A1,B2)+f(A2)*(A2,B2)]/[f(A1)+f(A2)]=71/13
Gracz B przeciw strategii A1
E=[f(B1)*(A1,B1)+f(B2)*(A1,B2)]/[f(B1)+f(B2)]=71/13
Gracz B przeciw strategii B2
E=[f(B1)*(A2,B1)+f(B2)*(A2,B2)]/[f(B1)+f(B2)]=71/13
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2. Gry 2xn

• gdy istnieje punkt siodłowy rozwiązanie tak jak gry 2x2,
• brak punktu siodłowego, eliminacja strategii podporządkowanych 

Przykład:

B1 B2 B3 B4

A1 -4 -2 3 4

A2 6 5 0 1

B1 B2 B3

A1 -4 -2 3

A2 6 5 0

B1 B2

A1 -4 -2

A2 6 5

Należy ułożyć (n*(n-1))/2 gier typu 2x2

B1 B3

A1 -4 3

A2 6 0

B2 B3

A1 -2 3

A2 5 0

Punkt siodłowy:(A2,B2)
Cena gry: 5

Należy policzyć ceny gry przeciw pozostałym strategiom gracza B. Jeżeli
wyliczona cena gry przeciw jednej z pozostałych strategii gracza B będzie 
niższa od ceny badanej gry 2x2 wówczas dana gra 2x2 nie zawiera całej gry 2xn
Cena gry A przeciw strategii B3
E=[(0*3)+(1*0)]/[0+1]=0
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B1 B3

A1 -4 3

A2 6 0 A1:6

B1:3

A2:7

B3:10

Gracz A: A1/A2=6/7
Gracz B: B1/B3=3/10
Cena gry: E=[(6*(-4))+(7*6)]/13=18/13

Cena gry A przeciw strategii B2
E=[(6*(-2))+(7*5)]/13=23/13        18/13<=23/13 

Odpowiedź:
Gracz A powinien stosować swoje strategie A1/A2=6/7
Gracz B powinien stosować swoje strategie B1:B2:B3:B4=3:0:10:0
Cena gry E=18/13

Dylemat więźnia

Dylemat więźnia jest najbardziej znanym przykładem gry o sumie niezerowej. 
Dwóch znanych policji przestępców złapano w kradzionym aucie. Podejrzewa 
się ich o popełnienie dużo poważniejszego przestępstwa (zbrodni), na co 
jednak nie ma żadnych dowodów. Przestępcy są przesłuchiwani w osobnych 
celach bez możliwości komunikowania się ze sobą. Przesłuchujący ich 
komisarz wpada na pewien pomysł - proponuje im nagrodę za wsypanie 
wspólnika i dostarczenie dowodów na jego udział w zbrodni. Możliwe są trzy 
sytuacje:
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• oboje milczą - wówczas oboje otrzymują niewielki wyrok za kradzież auta,
• jeden się przyznaje i wsypuje wspólnika - zdrajca wychodzi na wolność,   

jego kompan otrzymuje wyrok za kradzież i za popełnienie zbrodni
• oboje się przyznają i wsypują wspólnika - oboje otrzymują karę za  

kradzież i popełnienie zbrodni, nieco złagodzoną ze względu na współpracę
z wymiarem sprawiedliwości.

W teorii gier można zapisać tę sytuację w postaci macierzy wypłat. 
Strategia C (cooperation) oznacza współpracę (między graczami), czyli 
milczenie. Strategia D (defection) oznacza zdradę, czyli wsypanie
wspólnika. 

C D

C R,R S,T

D T,S P,P

Znaczenie poszczególnych liter w macierzy gry jest 
następujące:
• R (reward) - nagroda za współpracę

(czyli kara wyłącznie za kradzież auta)
• S (sucker's payoff) - kara za kradzież i zbrodnię

• T (temptation to defect) - kara za kradzież auta  złagodzona za wsypanie  
wspólnika

• P (punishment) - kara za obopólną zdradę - czyli kara kradzież i  
zbrodnię złagodzona ze względu na współpracę z wymiarem sprawiedliwości

Aby taką grę uznać za dylemat więźnia muszą być spełnione pewne zależności 
między wysokościami poszczególnych wypłat w macierzy:

• T < R < P < S
• 2 * R < S + T
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C D

C 1,1 5,0

D 0,5 3,3

Przykładowa macierz gry

Wypłaty w niej są umowne - można je traktować np. jako 
liczbę lat, jaką przestępca spędzi w więzieniu, wciągu 
najbliższych 5 lat.

Rozgrywka jednokrotna

Jedynym rozsądnym wyjściem jest zdrada. Jest to sytuacja dosyć absurdalna, 
zważywszy na fakt, że powoduje ona przegraną obu graczy, w sytuacji, 
w której w prosty sposób mogliby zarobić.

Rozgrywka wielokrotna

Jeżeli gracze znają ilość iteracji to najlepsza strategia to zdrada, 
jeżeli nie znają to można zastosować strategię ochrzczono mianem Tit-for-
Tat (wet za wet), a jej schemat postępowania wygląda następująco:

• każdą rozgrywkę zaczynaj od współpracy,
• w następnych kolejkach wybieraj tę, którą drugi gracz zagrał w poprzedniej  

kolejce.
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Gry z niepewną informacją (gry z naturą)

Gry z naturą to również gry dwuosobowe, przy czym natura jest 
„przeciwnikiem nierozumnym”, który sam nie jest zainteresowany wynikiem 
gry.

Wyboru optymalnej strategii można dokonać na podstawie jednej z kilku 
reguł decyzyjnych:
a) kryterium Walda, 
b) kryterium Hurwicza, 
c) kryterium Bayesa, 
d) kryterium Savage’a

Przykład
Przedsiębiorca może uruchomić produkcję wyrobu X w jednym z trzech zakładów. 
Tabela kosztów wykonania identycznej partii wyrobów, w zależności od rozwoju 
sytuacji gospodarczej wyrażającego się w jednym z trzech potencjalnie 
możliwych wariantów jest następująca:

Wariant I Wariant II Wariant III

Zakład 1 200 90 150

Zakład 2 150 230 100

Zakład 3 210 150 210
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Określić strategię produkcyjną zapewniającą minimalny koszt produkcji 
ustalonej partii wyrobów X bez względu na rozwój wydarzeń, przy 
założeniu:
a. wszystkie warianty sytuacji gospodarczej są jednakowo prawdopodobne,

Przeanalizować rozwiązanie zadania przy zastosowaniu kryteriów osobno: 
Walda, Hurwicza, Bayesa i Savage`a.

Wariant I Wariant II Wariant III

Zakład 1 200 90 150

Zakład 2 150 230 100

Zakład 3 210 150 210

Rozwiązanie przy założeniu z punktu a.

Kryterium Walda:
Zakładamy, że zajdzie sytuacja najmniej korzystna dla podejmującego 
decyzję. Określamy najpierw minimalną wygraną, czyli najmniejszą wartość
dla każdej strategii, a spośród tych wartości wybieramy wartość największą. 
Innymi słowy wybieramy maksymalną wartość z wartości minimalnych.
Korzystamy z wzoru: v = max {min aij}

i     j
Zgodnie z zasadami tego kryterium został wybierany Zakład 3.
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Kryterium Hurwicza

Kryterium to opiera się na arbitralnym doborze współczynnika ostrożności 
zawierającego się w przedziale <0,1>. W oparciu o wybraną wartość
współczynnika obliczamy przeciętna wygraną dla każdej strategii i wybieramy 
tę, która przyjmuje wartość największą.

Wariant I Wariant II Wariant III

Zakład 1 200 90 150

Zakład 2 150 230 100

Zakład 3 210 150 210

Korzystamy z wzoru: vi = φ*max (aij)+(1–φ)*min(aij)
j j

Współczynnik ostrożności na poziomie: φ = 0.7

Z1: v(0.7) = 0.7*200 + 0.3*90 = 140 + 27 = 167
Z2: v(0.7) = 0.7*230 + 0.3*100 = 161 + 30 = 191
Z3: v(0.7) = 0.7*210 + 0.3*150 = 147 + 45 = 192

Zgodnie z zasadami tego kryterium został wybrany Zakład 3.
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Kryterium Bayesa:

Kryterium to za najlepszą strategię uznaje te strategię, która daje 
największą przeciętną wygraną. Jeśli warianty są równie prawdopodobne 
liczymy zwykłą średnią arytmetyczną, jeśli zaś nie są równie 
prawdopodobne to liczymy średnią ważoną.

Wariant I Wariant II Wariant III

Zakład 1 200 90 150

Zakład 2 150 230 100

Zakład 3 210 150 210

Obliczamy średnią arytmetyczną
Z1: v1 = ( 200 + 90 + 150 ) / 3 = 146.6
Z2: v2 = ( 150 + 231 + 100) / 3 = 160
Z3: v3 = ( 210 + 150 + 210) / 3 = 190
Zgodnie z zasadami tego kryterium najkorzystniejszym wyborem jest Zakład 3.



14

4. Kryterium Savage`a

Wybór strategii następuje poprzez określenie, która z nich daje największą
gwarancję minimalizacji strat, wynikających z podjęcia decyzji gorszej niż
najlepsza dla danego wariantu. Najpierw określamy relatywne straty dla 
każdego wariantu (strata to różnica pomiędzy największa wygraną dla danego 
wariantu a naszą decyzją). Następnie określamy maksymalna stratę dla 
każdej strategii i wybieramy tę najmniejszą. 

Budujemy macierz strat relatywnych:

Wariant I Wariant II Wariant III

Zakład 1 210 – 200 = 10 230 – 90 = 140 210 – 150 = 60

Zakład 2 210 – 150 = 60 230 – 230 = 0 210 – 100 = 110

Zakład 3 210 – 210 = 0 230 – 150 = 80 210 – 210 = 0

Zgodnie z zasadami tego kryterium najkorzystniejszym wyborem okazuje się
zakład 3.
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