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Temat:
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| Teoria gier Jest to matematyczna teoria rozwiazywania sytuacji
konfliktowych badz wspdipracy, w ktérych wynik uzyskany przez jedna
osobe zalezy takze od decyzji podejmowanych przez inne. Teoria gier nie
bada przyczyn ani genezy konfliktéw - interesuja ja tylko optymalne ich
rozwiazania.

Podstawowe definicje i zatozenia

e gra pewien sformalizowany model sytuacji konfliktowe]j,
e gracz oznacza pojedyncza osobe lub grupe osdéb tworzacych koalicje
(dziatajacych wspdélnie, we wspdlnym interesie).

Aby dana sytuacje rozpatrywaé¢ z punktu widzenia teorii gier nalezy przyjac¢

pewne zatozenia odnosnie gry i stron konfliktu:

e istnieje co najmniej dwéch graczy,

e kazdy z graczy posiada przynajmniej dwie strategie czyli drogi
postepowania,

e w wyniku kazdej gry kazdy z graczy otrzymuje pewna wygrang zalezy od
strategii zastosowanych przez wszystkich graczy,

Typy gier
Gry mozna dzielié¢ wediug wielu kryteridw:

e jlosé graczy,
* kooperacja miedzy graczami,
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e charakter gry,
® dostepna informacja,
e gry strategiczne i gry ekstensywne,

Gry o sumie zerowe]

Z grami o sumie zerowej mamy do czynienia wszedzie tam, gdzie interesy
graczy sa dokladnie przeciwstawne, czyli tam, gdzie zysk Jjednego gracza
jest réowny przegranej drugiego. Gry te situza wiec do modelowania sytuacji
czystego konfliktu, w ktérych nie ma mowy o wspdipracy miedzy graczami,
ze wzgledu na wyrazng sprzecznos¢ ich interesoéw.

Macierz wypiat

Gry o sumie zerowej najtatwiej jest przedstawié¢ w postaci macierzy wypiat.
Tak przedstawiona gre nazywamy gra w postaci normalnej. Macierz wyplat
zawiera wartosci wyptat dla wszystkich mozliwych kombinacji strategii obu
graczy.

Przedstawia ona wszystkie mozliwe wypiaty gry, w
ktérej gracz A dysponuje dwoma strategiami (Al,
Al 5,-5| -3,3|4,-4 A2), a gracz B trzema (Bl, B2, B3). Na przecieciu
poszczegdélnych strategii graczy A i B wpisana
jest wyptata. Pierwsza z liczb oznacza wyplate

Bl B2 B3

a2 |2,-2|-7,7| -6,6

Zapis uproszczony dla gracza A, druga dla gracza B.
Bl B2 B3 Liczby dodatnie w tej macierzy oznaczaja ilosé
a1 5 -3 4 pieniedzy jaka otrzyma gracz A w wyniku
rozgrywki. Jest to zarazem wielkos$¢ przegranej
A2 2 =7 -6 gracza B. —
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Sposoby rozwiazania:

1. gry 2x2
e istnieje punkt siodiowy
Algorytm:

Krok 1: Nalezy z wierszy wybra¢ element minimalny a nastepnie z otrzymanych
elementéw nalezy wybraé¢ element maksymalny.

Krok 2: Nalezy z kolumn wybra¢ element maksymalny a nastepnie z otrzymanych
elementéw nalezy wybraé¢ element minimalny.

Przyktad:
B1 B2 Cena gry wynosi 3, najlepsza strategia dla grac:za
A to strategia Al, natomiast dla gracza B to B2.
Al 6 3 3
A2 5 1 1
6 3 3=3

e brak punktu siodiowego

Nalezy okresli¢ strategie mieszane:
Gracz A

Nalezy odja¢ od liczb pierwszej kolumny liczby drugiej kolumny. Bezwzgledna
wartos¢ pierwszej z liczb okresla czestotliwosé stosowania strategii A2,

natomiast bezwzgledna wartosé¢ drugiej z liczb okresla czestotliwosé
stosowania strategii Al.
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Gracz B

| Przyktad:
Bl B2
Al 7 3 A2:|7-3|=4
A2 2 11 Al:]2-11|=9
B2:|7-2|=5 | Bl:|3-11|=8
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'Nalezy odjaé od liczb pierwszego wiersza liczby drugiego wiersza.
Bezwzgledna wartosé¢ pierwszej z liczb okresla czestotliwosé stosowania
strategii B2, natomiast bezwzgledna wartosé¢é drugiej z liczb okresla
czestotliwos¢é stosowania strategii Bl.

Gracz A powinien stosowaé strategie mieszana w stosunku 9/4

Gracz B powinien stosowaé strategie mieszana w stosunku 8/5

Cena gry - wyptata jaka moze uzyskaé¢ gracz, przy zatozeniu, ze zardéwno on jak
jak i1 jego przeciwnik graja najlepie]j jak to jest mozliwe.

Gracz A przeciw strategii Bl
E=[f (Al) * (Al1,Bl)+£f (A2) *(A2,B1l)]/[£f(Al)+£f(A2)]=71/13
Gracz A przeciw strategii B2
E=[f (Al) * (Al1,B2) +£f (A2) * (A2,B2) ]/ [£ (A1) +£f (A2) ]=71/13
Gracz B przeciw strategii Al
E=[f(Bl) * (Al1,Bl)+£f(B2)*(Al1,B2)]/[£(B1)+£(B2)]=71/13
Gracz B przeciw strategii B2
E=[f (Bl) * (A2,Bl)+£f (B2) *(A2,B2)]/[£(B1)+£f(B2)]=71/13
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e gdy istnieje punkt siodiowy rozwiazanie tak jak gry 2x2,
e brak punktu siodiowego, eliminacja strategii podporzadkowanych

Przyktad:
Bl B2 B3 B4 Bl B2 B3
Al | -4 | -2 3 4 Al -4 -2 3
A2 6 5 0 1 A2 6 5 0
Nalezy ulozyé (n*(n-1))/2 gier typu 2x2
Bl B2 Bl B3 B2 B3
Al -4 -2 Al -4 3 Al -2 3
A2 6 5 A2 6 0 A2 5 0

Punkt siodiowy: (A2,B2)
Cena gry: 5

Nalezy policzyé ceny gry przeciw pozostaitym strategiom gracza B. Jezeli
wyliczona cena gry przeciw jednej z pozostaitych strategii gracza B bedzie
nizsza od ceny badanej gry 2x2 woéwczas dana gra 2x2 nie zawiera catej gry 2xn
Cena gry A przeciw strategii B3 “
E=[ (0*3)+(1*0)]/[0+1]=0
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Gracz A: Al/A2=6/7
Gracz B: B1/B3=3/10
Cena gry: E=[(6*(-4))+(7*6)]1/13=18/13

A2:7
Al:6

B3:10 | B1:3

Cena gry A przeciw strategii B2
E=[(6*(-2))+(7*5)]/13=23/13 18/13<=23/13

Odpowiedz:
Gracz A powinien stosowaé¢ swoje strategie Al/A2=6/7

Gracz B powinien stosowaé¢ swoje strategie B1:B2:B3:B4=3:0:10:0
Cena gry E=18/13

Dylemat wieznia

Dylemat wiezZnia jest najbardziej znanym przyktadem gry o sumie niezerowej.
Dwéch znanych policji przestepcdéd4w ztapano w kradzionym aucie. Podejrzewa
sie ich o popeitnienie duzo powazniejszego przestepstwa (zbrodni), na co
jednak nie ma zadnych dowodéw. Przestepcy sa przesituchiwani w osobnych
celach bez mozliwosci komunikowania sie ze soba. Przesituchujacy ich

komisarz wpada na pewien pomysit - proponuje im nagrode za wsypanie
wspbélnika i dostarczenie dowoddéw na jego udziat w zbrodni. Mozliwe sa trzy
sytuacje:
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oboje milcza - wéwczas oboje otrzymuja niewielki wyrok za kradziez auta,

e jeden sie przyznaje i wsypuje wspdlnika - zdrajca wychodzi na wolnosé,
jego kompan otrzymuje wyrok za kradziez i za popeinienie zbrodni

e oboje sie przyznaja i wsypuja wspdlnika - oboje otrzymuja kare za
kradziez i popeilnienie zbrodni, nieco ztagodzona ze wzgledu na wspdilprace
z wymiarem sprawiedliwosci.

W teorii gier mozna zapisaé¢ te sytuacje w postaci macierzy wypiat.

Strategia C (cooperation) oznacza wspdiprace (miedzy graczami), czyli
milczenie. Strategia D (defection) oznacza zdrade, czyli wsypanie

wspdlnika.
C D Znaczenie poszczegdlnych liter w macierzy gry jest
nastepujace:
c R,R S,T * R (reward) - nagroda za wspdilprace
D T,S PP (czyli kara wylacznie za kradziez auta)
® S (sucker's payoff) - kara za kradziez i zbrodnie
e T (temptation to defect) - kara za kradziez auta ztagodzona za wsypanie
wspbélnika
e P (punishment) - kara za obopélna zdrade - czyli kara kradziez i

zbrodnie ztagodzona ze wzgledu na wspdiprace z wymiarem sprawiedliwosci
Aby taka gre uznac¢ za dylemat wiezZnia musza by¢ speinione pewne zaleznosci
miedzy wysokosciami poszczegdélnych wyptat w macierzy:
e T<R<KPKLS
e 2 *R<S+ T
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| Przyktadowa macierz gry

C D Wyptaty w niej sa umowne - mozna je traktowaé¢ np. jako
liczbe lat, jaka przestepca spedzi w wiezieniu, wciagu
1,1 | 5,0 | najblizszych 5 lat.

0,5 3,3

Rozgrywka Jjednokrotna

Jedynym rozsadnym wyjsciem jest zdrada. Jest to sytuacja dosyé¢ absurdalna,
zwazywszy na fakt, ze powoduje ona przegrana obu graczy, w sytuacji,
w ktérej w prosty sposéb mogliby zarobié.

Rozgrywka wielokrotna

Jezeli gracze znaja ilosé¢ iteracji to najlepsza strategia to zdrada,
jezeli nie znaja to mozna zastosowaé¢ strategie ochrzczono mianem Tit-for-
Tat (wet za wet), a jej schemat postepowania wyglada nastepujaco:

e kazda rozgrywke zaczynaj od wspdbipracy,
* w nastepnych kolejkach wybieraj te, ktéra drugi gracz zagral w poprzedniej
kolejce.
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'Gry z niepewna informacja (gry z natura)

Gry z natura to réwniez gry dwuosobowe, przy czym natura Jjest
,Przeciwnikiem nierozumnym”, ktéry sam nie jest zainteresowany wynikiem

gry.

Wyboru optymalnej strategii mozna dokonaé¢ na podstawie jednej z kilku
regut decyzyjnych:

a) kryterium Walda,

b) kryterium Hurwicza,

c) kryterium Bayesa,

d) kryterium Savage’a

Przykitad

Przedsiebiorca moze uruchomié produkcje wyrobu X w jednym z trzech zaktadéw.
Tabela kosztéw wykonania identycznej partii wyrobdéw, w zaleznosci od rozwoju
sytuacji gospodarczej wyrazajacego sie w Jednym 2z trzech potencjalnie
mozliwych wariantéw jest nastepujaca:

Wariant I Wariant II Wariant III
Zaktad 1 200 90 150
Zaktad 2 150 230 100
Zaktad 3 210 150 210
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| Okresli¢ strategie produkcyjna zapewniajaca minimalny koszt produkcji
ustalonej partii wyrobéw X bez wzgledu na rozwdj wydarzen, przy
zatozeniu:

a. wszystkie warianty sytuacji gospodarczej sa jednakowo prawdopodobne,

Przeanalizowaé¢ rozwiazanie zadania przy zastosowaniu kryteridéw osobno:
Walda, Hurwicza, Bayesa i Savage a.

Rozwigazanie przy zatozeniu z punktu a.

Wariant I Wariant II Wariant III
Zaktad 1 200 90 150
Zaktad 2 150 230 100
Zaktad 3 210 150 210

Kryterium Walda:
Zaktadamy, ze zajdzie sytuacja najmniej korzystna dla podejmujacego
decyzje. Okreslamy najpierw minimalna wygrang, czyli najmniejsza wartosc¢
dla kazdej strategii, a sposrdéd tych wartosci wybieramy wartosé najwieksza.
Innymi stowy wybieramy maksymalna wartosé z wartosci minimalnych.
Korzystamy z wzoru: v = max {min a,,}

1 J
Zgodnie z zasadami tego kryterium zostat wybierany Zakiad 3.
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| Kryterium Hurwicza

Kryterium to opiera sie na arbitralnym doborze wspdiczynnika ostroznosci
zawierajacego sie w ©przedziale <0,1>. W oparciu o wybrana wartosé
wspbiczynnika obliczamy przecietna wygrana dla kazdej strategii i wybieramy
te, ktéra przyjmuje wartosé najwieksza.

Wariant I Wariant II Wariant IIT
Zaktad 1 200 90 150
Zaktad 2 150 230 100
Zaktad 3 210 150 210

Korzystamy z wzoru: vi = ¢*max (aﬁ)+(1—¢)*min(au)

J J
Wspdiczynnik ostroznosci na poziomie: ¢ = 0.7

Z1: v(0.7) = 0.7*200 + 0.3*90 = 140 + 27 = 167
Z2: v(0.7) = 0.7*230 + 0.3*100 = 161 + 30 = 191
Z3: v(0.7) = 0.7*210 + 0.3*150 = 147 + 45 = 192

Zgodnie z zasadami tego kryterium zostat wybrany Zaktad 3.
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" Kryterium Bayesa:

Kryterium to 2za najlepsza strategie uznaje te strategie, ktdéra daje
najwieksza przecietna wygrang. Jesli warianty sa réwnie prawdopodobne
liczymy zwykla Srednia arytmetyczna, jesli za$s nie sa rownie
prawdopodobne to liczymy Srednia wazona.

Wariant I Wariant II Wariant III
Zaktad 1 200 90 150
Zaktad 2 150 230 100
Zaktad 3 210 150 210

Obliczamy sSrednia arytmetyczna

Zl: vl = ( 200 + 90 + 150 ) / 3 = 146.6

Zz2: v2 = ( 150 + 231 + 100) / 3 160

Zz3: v3 = ( 210 + 150 + 210) / 3 = 190

Zgodnie z zasadami tego kryterium najkorzystniejszym wyborem jest Zakitad 3.
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4. Kryterium Savage a

Wybdér strategii nastepuje poprzez okreslenie, ktdéra z nich daje najwieksza
gwarancje minimalizac]ji strat, wynikajacych z podjecia decyzji gorsze]j niz
najlepsza dla danego wariantu. Najpierw okreslamy relatywne straty dla
kazdego wariantu (strata to réznica pomiedzy najwieksza wygrana dla danego
wariantu a nasza decyzja). Nastepnie okreslamy maksymalna strate dla
kazdej strategii i wybieramy te najmniejsza.

Budujemy macierz strat relatywnych:

Wariant I Wariant II Wariant III
Zaktad 1 210 - 200 = 10 230 - 90 = 140 210 - 150 = 60
Zaktad 2 210 - 150 = 60 230 - 230 =0 210 - 100 = 110
Zaktad 3 210 - 210 = 0 230 - 150 = 80 210 - 210 = 0

Zgodnie z zasadami tego kryterium najkorzystniejszym wyborem okazuje sie
zaktad 3.
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